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一 般 拒 扑 学 也 叫做 点 集 拓 扑 学 , 它 在 现代 数学 的 许多 分 支 中 、 
特别 是 在 现代 分 析 学 中 得 到 了 大 车 的 应 用 , 不 但 如 此 , 它 在 数学 的 
邻近 学 科 中 也 不 乏 应 用 因此 , 它 对 千 现 代数 学 及 其 邻近 学 科 、 乃 
至 工程 技术 科学 的 学 习 与 研究 方面 ,其 重要 性 已 无 容 置 疑 了 。 可 
是 ,关于 拓扑 学 方面 的 书 着 在 国内 目前 已 出 版 的 不 多 , 这 与 中 国 这 
样 一 个 土地 广大 、 人 口 众多 的 国家 是 很 不 相称 的 , 更 不 用 说 这 种 铺 
况 如 何 能 满足 科学 技术 现代 化 的 袁 要 了 . 有 鉴于 此 ， 我 们 决心 合 
作 写 出 这 本 书 来 以 作为 引 扩 之 砖 . 

本 书 是 祖 据 我 们 关于 这 门 课程 的 原 有 讲稿 、 结 合 祖国 当前 的 
实际 、 并 参展 祖国 1980 年 理科 数学 编 委 会 审 订 的 高 等 师范 院 校 
< 拓扑 学 元 学 大 网 » 改 写 而 成 的 。 它 可 以 作为 高 等 师范 院 校 或 综合 
性 大 学 数学 系 的 教材 与 教学 参考 书 之 用 . 

为 了 减少 教学 方面 的 困难 并 能 引起 初学 者 的 兴趣 起 见 ， 我 们 
写作 时 妙用 了 由 具体 到 抽象 再 加 到 具体 , 或 者 说 得 更 确切 一 些 , 由 
转 萄 到 一 般 再 回 到 特殊 的 方法 , 以 欧 括 空间 为 模型 引入 度量 空 尊 ， 
进而 引入 拓扑 空间 ， 并 从 第 一 章 开始 ， 各 章 都 以 这 一 章 的 一 般 理 
论 在 哆 天 空间 中 的 应 用 来 结束 ， 或 者 以 与 本 章 所 论 大 扑 性 质 有 关 
的 度量 性 质 来 结束 ， 这 样 ,度量 空间 的 理论 将 不 设 专 章 讨论 , 而 分 
散 于 各 章 . 

本 书 内 容 如 书 名 所 示 ， 以 引导 初学 “点 集 拓扑 学 "者 入 门 为 目 
的 ,因此 取材 不 侧重 全 面 与 现代 化 ,而 只 求 为 这 门 学 科 的 进一步 学 
习 与 研究 黄 定 基础 。 根据 我 们 各 自在 中 国 与 美国 的 教学 经 验 , 我 


i. 


们 相信 , 本 书 的 内 容 已 经 足以 达到 这 个 目的 . 

本 书 的 内 容 也 许可 以 说 已 经 足够 精简 了 ; 但 如 果 在 实际 教学 
中 , 由 于 各 种 原因 需要 对 本 书 内 容 作 进 一 步 的 精简 , 则 以 下 的 期 节 
是 可 以 参考 的 ， 预 篇 可 以 不 讲 ， 现 只 介绍 以 后 各 章 所 项 要 用 到 的 
记号 和 术语 ; 凡 节 数 、 歌 数 . 例 数 右 肩 队 有 星 号 的 可 以 不 讲 ; 定理 下 
面 “ 证 ” 字 右 内 或 证 明 的 “ 明 ” 字 右 衣 附加 星 号 的 , 表示 定理 应 该 讲 ， 
但 它 的 证 明 可 以 不 讲 ,或 者 表示 定型 及 其 第 一 个 证 明 应 该 讲 ,第 二 
个 证 明 可 以 不 讲 。 第 一 章 第 六 节 的 歼 5" 虽然 可 以 略 去 ,但 由 于 商 
空间 是 一 个 比较 重要 的 概念 ， 我 们 建议 最 好 还 是 介绍 一 下 这 个 概 
您 及 例子 ， 以 下 的 儿 个 定理 则 可 以 酌情 不 讲 . 又 如 果 删 去 第 五 章 
的 第 四 节 *， 则 显然 下 一 节 的 定理 (5.8)、(5.9) 与 6.10) 中 的 Ts 
必须 用 74 来 代 亚 。 总 之 ， 本 书 作为 教科 闻 ， 可 以 灵活 处 理 ， 部 
分 内 容 饶 可 以 删节 ， 也 可 以 不 删节 ， 甚至 可 以 补充 ; 若是 期 节 
也 可 以 多 于 上 面 提 到 的 范围 ， 但 应 注意 不 影响 后 继 教 材 的 讲 
投 . 

每 章 末尾 都 有 习题 。 一般 说 来 , 习题 并 不 难 ; 面具 有 一 定 难度 
的 ,习题 导数 右 房 期 注 有 星 号 ,初学 者 可 以 不 做 ， 在 菜 些 习题 中 我 
们 引入 了 正文 中 所 未 引入 的 一 些 概念 ， 并 列 出 了 与 之 相关 的 一 些 
定理 ,其 中 某 些 定理 的 证 明 无 疑 是 困难 的 , 但 容易 在 某 些 文献 中 查 
出 .这 样 的 一 些 习 是 ,可 以 看 作 是 对 正文 的 补充 、 

项 便 说 明 一 下 本 书 所 采用 的 几 个 记号 ， 我 们 仿效 江 泽 涵 孝 授 
在 他 的 < 拓扑 学 引 论 > 一 书 中 那样 ,用 记号 “卫青 示 “ 证 明 完 毕 ”。 在 
援引 同一 章 的 定理 、 命 题 或 定义 时 ,将 直接 写 出 它们 在 这 一 章 里 的 
番号 ， 但 如 果 , 比如 说 , 在 第 二 章 以 后 的 某 一 章 授 引 第 二 章 的 定理 
(4.2) 和 定义 过 .六 时 ， 风 将 它们 分 别 写成 定理 (2.4.2) 和 定义 
(2.1. 了 1); 定义 (0.6.8) 则 表示 预 篇 第 六 节 的 定义 (6.8); 又 钢 ( 三 ) 
2 及 习题 (二 )VI",1 分 别 表示 第 三 章 的 例 2 及 第 二 章 的 习题 VI， 


。 


1; 依 此 类 推 . 

还 应 该 说 明 的 是 ， 本 书 的 写作 是 在 西南 师范 学 院 数学 系 教授 
李 幸 传 的 主持 下 ， 由 他 执笔 写成 并 修订 的 。 本 书 的 内 容 和 加 
是 的 绝 大 多 数 取 自 他 的 原 有 讲稿 。 而 这 些 内 容 中 有 很 大 一 部 分 
旭 又 取 村 于 O. Chevalley 于 1945 年 为 美国 普林斯顿 (Prinoeton)》 
大 学 数学 专业 研究 生 和 数学 系 本 科 生 合 开 的 < 一 般 拓 失学 ?和 他 在 
1946 年 为 数学 专业 研究 生 所 开设 的 < 实 变 阔 数论 >， 以 及 RR. 杞 . 
Fox 于 1946 年 在 该 大 学 为 数学 专业 研究 生 所 开设 《点 集 拓扑 学 >， 
县 为 李 幸 传 所 作 的 课堂 讲授 笔记 ,不 过 这 些 内 容 上 几经 后 者 组 织 、 整 
理 、 出 节 和 增补 , 已 失去 原 祥 。 特别 是 写作 本 书 时 , 改动 更 大 ; 其 中 
许多 内 容 与 他 自己 的 工作 也 是 分 不 开 的 ; 例如 , 预 篇 中 关于 笛 卡 尔 
各 的 部 分 积 的 命名 和 记号 、 关 于 分 支 函 数 的 命名 、 关 于 康 托 尔 集 性 
质 的 评论 .关于 度量 是 性 的 命名 和 有 关 性 质 及 其 应 用 、 以 及 第 四 章 
和 第 五 章 习 题 中 的 公理 ;和 公理 BB 及 其 推论 等 等 ,美国 福 德 姆 
(Hordham) 大 学 数学 系 副 教授 陈 玉 清 博士 , 于 1978--1979 年 在 北 
京 蜂 范 大 学 讲学 期 间 首 先 倡议 由 李 幸 传 主持 与 他 合 写 此 书 ， 从 而 
对 本 书 的 写成 起 了 促进 作用 .在 拟订 号 作 提 网 和 讨论 本 书 初稿 时 ， 
际 玉 清 博士 提出 了 有 益 的 意见 ， 并 且 在 本 书 中 也 采用 了 他 在 北京 
师范 大 学 讲学 时 所 用 的 一 些 记号 、 术 语 、 教 村 内 容 和 习题 ; 例如 命 
题 (0.2.1)、(0.4.12)、(2.4.7)、 预 篇 第 四 节 中 关于 有 序 侦 的 
地. Wiener 的 定义 、 第 一 章 的 例 14 等 等 。 又 李 孝 传 在 执笔 时 对 陈 
玉 清 的 讲学 内 容 也 略 有 发 展 ; 例如 ， 系 (3.2.6) 原 为 他 讲学 内 容 的 
一 个 定理 , 经 前 者 推广 而 得 到 定理 (8.2. 交 . 

最 后 ， 我 们 对 北京 师范 大 学 和 西南 师范 学 院 领 导 所 给 予 我 们 
的 支持 和 关怀 ,对 北京 大 学 数学 系 江 泽 涵 教授 所 给 予 我 们 的 鼓 盛 ， 
对 北京 师范 大 学 数学 系 以 系 主任 张 条 瑞 教 授 为 首 的 老师 们 、 特 别 
是 四 川 大 学 数学 系 刘 应 明教 授 对 本 书 所 提 的 宝贵 意见 和 建议 ， 以 


这 ， 


及 西南 师范 学 院 数 学 系 刘建军 网 志 允 本 书 案 引 的 编号， 我们 在 此 
一 状 玛 以 识 心 的 感谢 ， 又 本 书 的 扇 点 和 错误 在 所 难免 ， 切 望 读者 
务 正 。 


李 孝 传 ” 陈 玉 清 
1980 年 13 月 
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预 篇 集合 论 提 要 


和 集合 论 的 初步 知识 假定 读者 业已 具备 ， 下 面 我 们 只 引进 为 以 
后 各 章 所 需要 的 记号 .定义 与 基本 定理 , 而且 一 般 不 给 予定 理 以 证 
明 , 


一 . 记 号 

令 ?与 家 示 任 意 两 个 命题 . 

1) pAg 表示 2 与 9 或 既 9 且 9， 

2) pVg 天 示 2 或 9 但 不 排斥? 与 9 也 就 是 说 , 这 里 的 “或 ” 
是 “或 此 或 彼 或 两 者 ”的 “或 ”. 

中 ~p 家 示 29 的 否定 , 即 非 p. 

多 2 一 9 表示 2 将 涵 9 也 就 是 说 , 如 果 p 则 必 9. 

5 2 你 9 表示 9 与 9( 逻 辑 地) 等 从 这 就 是 说 ,2 当 且 仅 当 对 
假 | 也 就 是 说 ， 

(pWDANGgD. 

例如 “人 一 g) 全 (9 一 一个 ”的 意义 就 是 “命题 pg 与 其 逆 否 
命 是 ~*~ 人 等 价 ， 


@ 参看 LM. Graves, The Theory of Functiong of Real Variables, 2nd 
edition (p. 12) ，MoGiraw-Hill Book Comp., Inc.，New York 1956. 也 有 用 | 表示 
大 在 且 唯 一 * 的 。 


-1l， 


8) 3 或 者 st, 家 示 使 得 或 能 使 . 
实数 ， 那 末 , 命题 
p: Ve>0Iy3:0<yNy < 
的 意义 就 是 : “对 于 所 有 的 正 数 w 都 至 少 有 一 个 正 数 y<%.” 鉴 于 
实数 系 的 筒 密 性 , 这 个 命题 显然 是 真 的 ， 命 题 p 的 否定 是 
~ 32>03.Vy(0>yVy>0), 
意 即 , “至 少 有 一 个 正 数 %, 使 得 对 于 所 有 的 y， 或 者 y 不 为 正 数 ， 
或 者 9 不 小 于 w”; 换 名 话说 ,“ 至 少 有 一 个 正 数 wm 使 得 每 一 个 正 数 
都 不 小 于 2*， 这 个 命题 当然 不 真 . 

应 该 观察 到 , 在 这 两 个 互相 否定 的 命题 p 及 ~*p 中 ,记号 Y 
与 习 互 相交 换 , 又 记号 人 与 V 也 互相 交换 ， .自然 还 有 其 他 互相 否 
定 的 改变 。 而 这 正 是 否定 一 个 命题 的 一 般 规律 。 


二 、 集 合 : 区 间 


集合 论 是 现代 理论 数学 各 分 支 的 共同 基础 ， 它 给 予 了 后 者 一 
种 共同 的 语言 。 因 此 < 拓扑 学 不 能 例外 ,也 建立 在 这 一 基础 之 上 , 
利用 着 这 一 共同 的 语言 . 


1. 集合 集合 是 数学 中 的 一 个 很 基本 的 概念 ,对 它 作 深入 的 
分 析 是 数学 基础 的 任务 ， 我 们 现在 满足 于 对 它 进行 适当 的 描述 . 
这 样 的 描述 也 可 以 称 为 描述 性 定义 

任何 具体 的 或 抽 杀 的 事物 (讨论 的 对 象 ), 集 多 为 一 ,把 它们 在 
作 一 个 整体 时 ， 这 个 整体 就 叫做 一 个 集合 、 例 如 , 某 处 的 “一 堆 五 
块 "的 “ 堆 ”, 某 一 收场 上 的 “一 群生 ”的 “ 群 ”, 以 及 实数 的 “全 体 ”, 拉 
丁字 母 的 “全 体 ”, 都 是 各 式 各 样 的 集合 集合 也 简称 为 集 . 
8s 


组 成 一 个 集合 的 每 一 个 对 象 叫做 这 个 集合 的 一 个 元 素 ， 例 如 
“银河 系 "就 是 一 个 集合 ， 其 中 的 每 个 星体 都 是 银河 系 这 个 集合 的 
元 素 ， 

集合 也 可 以 看 成 是 由 一 个 特性 (property) 或 条 件 p(w) 所 决 
定 ， 特 性 p(%) 必 须 是 这 样 ， 一 个 对 象 “ 具 有 或 不 具有 特性 (满足 
或 不 满足 条 件 )plw), 二 者 必 居 其 一 , 且 只 居 其 一 ， 于 是 一 切 具 有 
特性 p(t) 的 对 象 « 就 组 成 一 个 集合 4， 称 为 由 特性 P(%) 所 决定 ; 
而 每 个 具有 特性 p(o) 的 对 象 都 是 4 的 元 素 ， 否 则 就 不 是 @. 为 了 
表示 集合 4 由 特性 p(w) 所 决定 ,我 们 使 用 记号 

A= {olp(%)}. 
为 了 表示 "是 集合 4 的 元 素 , 我 们 写成 . 
oE4 或 432 
读 作 夕 属 于 4". 吕 在 4 中 名 包含 于 4? 或 “4 包含 ?记号 
w 折 4 或 4 必 w 表示 “不 属于 4， 即 E4 的 否定 @. 
例 1 令 特 性 2(o) 表 示 “w 是 一 个 自然 数 ， 并 令 
Nt2|s 是 一 个 自然 数 }， 
则 则 为 一 切 自然 数 记 成 的 集合 , 称 为 自然 数 系 ， 令 
Z— 亿 |2 是 一 个 整数 }， 
则 三 为 一 切 整数 所 成 的 集合 , 称 为 整数 系 、 
实 集 将 用 记号 多 表示 , 其 定义 如 下 ; 
hed bn 
其 实 , 空 集 可 用 任何 特性 p(2) 来 定义 , 只 要 它 不 为 任何 对 象 2 所 
具有 ， 例 如 , 令 2 表示 实数 ; 则 
@ x 应 访 限 制 在 一 个 已 被 承认 的 集合 内 取 值 , 否则 可 能 产生 个 论 ， 例 恕 ， 若 令 特 
性 P(e) 表 示 'w 是 一 个 集合 ”由 p09) 所 决定 的 就 是 一 切 集合 组 成 的 “集合 ”, 因 为 任何 
转 定 的 集合 都 济 足 条 件 ?他 ) 。 但 如 下 文 (2.1) 所 示 , 它 不 能 是 一 个 集合 , 从 而 导致 了 


矛盾 
国 =g 4 也 被 写成 2E 4 或 4E'4, 但 我 们 宁愿 使 用 前 者 . 


f= 他 1e>>7 和 人 oa<< 全 ， 全 

空 集 只 有 一 个 , 它 不 包含 任何 元 素 . 

令 R 表 示 所 有 实数 组 成 的 集合 , 即 实数 系 ， 我 们 看 出 ，( 了 D 式 
中 的 5 在 R 中 取 值 一般 说 来 , 设 4 为 任 一 给 定 的 集合 ，p() 为 
一 给 定 的 条 件 。 车 集合 B 由 满足 条 件 2( 人 的 4 中 一 切 元 素 4 所 
组 成 , 则 写成 

B={€ Alp(%)}. 

例 2 令 区 ={wEZ|3%E2Z3wm2m}， 则 电表 示 一 切 偶数 
组 成 的 集合 , 即 偶数 系 . 

我 们 以 后 分 别 用 记号 N. 世 .Q、R、C 去 表示 自然 数 系 、 整 数 系 、 
有 再 数 系 、 实 数 系 及 复数 系 ， 

一 个 集合 的 元 素 本 身 也 可 以 是 其 他 对 象 组 成 的 集合 ， 例 如 , 
银河 系 由 星体 所 组 成 , 而 银河 系 的 每 个 元 素 , 即 星体 ,又 可 以 看 成 
是 由 构成 它 的 一 切 原子 所 组 成 的 集合 ， 如 果 一 个 集合 的 元 素 是 集 
合 , 那 末 , 这 个 集合 的 元 素 的 元 素 也 仍然 可 以 是 集合 , 依 此 类 推 . 然 
而 “包罗 一 切 的 集合 "或 "由 一 切 集 合 组 成 的 集合 "并 不 存在 ， 事 实 
上 ,我 们 有 下 面 的 命题 , 

.1 YY 集 食 4, 集 合 B3.B44. 

证 令 B={€E A|s4%0}. 

假定 BE 4， 那 末 , 下 面 的 两 种 情形 必定 有 一 种 , 而 且 也 只 有 
一 种 发 生 . 

了 BE B.。 在 这 一 情形 下 ,必然 有 BEA4 作 BE， 这 是 一 个 
矛盾 . 

2) B48B.。 在 这 一 情形 下 , 由 于 BE 4,， 央 而 有 BE B， 这 又 
是 一 个 矛盾 . 

由 此 可 见 , 决 不 能 有 BE 4, 也 就 是 说 , 必然 有 BF4. 〗 

当 4 是 所 谓 “ 所 有 集合 组 成 的 集合 "时 ， 命 题 (2.1) 证 明 中 的 
4. 


论述 就 是 罗素 停 论 ， 因 此 这 个 命题 证 明 中 的 论述 ?应 该 说 是 著名 
的 罗素 停 论 的 推广 , 现在 也 被 称 为 罗 案 悖 论 , 由 (2. 才 立即 夏 出 : 
(2.2) 不 存在 所 有 和 集 售 组 成 的 集合 以 及 包罗 一 切 的 集合 . 
满足 条 件 “4E 4” 的 所 有 所 谓 的 “集合 ”4 我 们 也 从 集合 论 中 
把 它们 排除 掉 , 
前 面 提 到 的 “整体 ".、“ 全 体 " 和 "“ 系 "其 实 都 是 集合 的 同义词， 
“总 体 " 及 “类 "也 是 集合 的 同义词 @. 
如 果 一 个 集合 由 对 象 .8c、… 所 组 成 , 则 这 个 集合 可 以 写成 
{a, 5, 0, **}, 
例如 , 自然 数 系 时 可 以 写成 
位， 2, 3, 2 有 
偶数 系 E 可 以 写成 
{0, 土 2, 士 和 oy 士 2n， a 
自然 数列 的 前 面 " 个 数 所 成 的 集合 可 以 写成 
{1, 2, 8, … 对 。 
由 一 个 对 象 4 单 独 组 成 的 集合 { 中 } 加 做 单元 集 ， 它 也 可 以 用 
也 |p(2)} 的 形式 定义 如 下 ; 
{0} = {elo=@}. 
二 元 集 {2, 四 也 叫做 无 库 侦 , 可 定义 如 下 @. 
{a, 英 一 好 lo 一 <aYVo 一 仙 ， 
单元 集 to} 在 概念 上 与 它 的 唯一 元 素 4 并 不 是 一 回 事 ， 例 如， 令 
6 一 也, 2 中 ; 则 集合 4 由 三 个 元 素 1.2.8 所 组 成 ,但 { 叶 只 有 唯一 
四 参 间 已 . EE. Halmoe, Naive Set Theory, p. 7. 
图 在 < 范畴 论 ? 中 有 将 "集合 ”与 “类 ”加 以 区 别 的 必要 。 粗略 地 说 来 ， 凡 “集合 "者 
是 5 尖山 但 ( 彝 " 则 不 一 定 是 “集合 ” 并 承认 “所 有 集合 组 成 的 类 ”。 不 过 有 的 数学 家 也 
怀疑 这 种 非 集 合 的 “类 ?的 存在 .于 此 , 我 们 不 予 深究 。 由 于 在 本 书 范围 内 无 必要 引 有 轩 


这 种 非 集 全 的 "类 六 我 们 倒 不 如 把 它 短 成 “集合 "的 同义词 。 
图 当时 {a, 寺 一 人 人。 


的 一 个 元 素 4, 可 见 { 人 与 5“ 不同. 

一 个 集合 与 组 成 它 的 元 素 之 间 的 次 序 无 关 ， 例 如 ,集合 

{2 82, 3, 1}. {8, 2, 1} 

等 等 都 是 同一 个 集合 。 二 元 集 之 所 以 称 为 无 序 假 , 其 不 因 记 就 在 
这 里 ， 又 一 个 集合 的 任何 两 个 不 同 的 元 素 不 能 当成 同一 个 元 素 看 
待 ; 一 个 元 案 也 决 不 能 看 成 两 个 或 两 个 以 上 的 元 窒 ， 钢 如 ,在 一 个 
空间 笛 卡 尔 坐标 系 中 ， 点 (二 少 的 三 个 从 标 组 成 的 集合 只 能 是 
单元 集合 }. 

习惯 上 , 我们 常用 大 写 的 拉丁 字 母 4、B.O、… 去 由 示 集合 , 用 
小 写 的 拉丁 字母 a.5.c、…' 去 下 示 和 集合 的 元 素 , 但 也 不 排斥 其 他 的 
记号 法 . 


2&. 区 间 设 a, 5ER, a<b, 令 

[a, DH- {rERlacereb}, Ja, bf= {rERIo<r<d}, 
册 集 合 [w 人 与 ]e, 5[ 分 别称 为 以 <、5 为 端点 的 讯 区 间 与 开 
区 间 0. 

令 [a, 8 一 也 ERIe<e< 牙 ，la, 0- {ERIa<o<D}, 
则 集合 Ez, 8[ 及 4, 杂 都 叫做 以 a. 5 为 端点 的 半 开 区 问 或 半 痕 
区 间 . 

以 &.5 为 端点 的 开 、 半 和 半 开 区 间 统 称 为 有 限 区 间或 有 异 区 
间 . < 叫做 有 限 区 间 的 左 端点 或 下 端点 ，5 叫做 右 端 点 或 上 端点 
正 数 b 一 e 岂 做 有 限 区 间 的 长 度 , 或 简称 为 长 . 

令 [a, +oo[ 一 包 ERIzqj，] 一 co P= {ERIe<D, 
它们 分 别 叫做 以 “或 5 为 端点 的 无 穷 闭 区 间 ， 令 

J%,+oo[ = ERs>0)}, ]—o%,b[ ~ {mERIs<8}, 
”GD 为 了 下旬 与 后 文 引入 的 “有 阁 傅 "的 记号 相 混 诡 ， 在 这 时 我们 采用 布 书 基 
(NEourtat 关 于 区 全 的 记号 法 
.6. 


它们 分 别 叫 做 以 «或 5 为 端点 的 无 穷 开 区 间 ， 实数 系 民 可 以 用 记 
号 ] 一 00，+co[ 来 表示 ; 
R= ]—oo, toof ， 

它 也 是 一 个 无 穷 区 间 , 不 过 它 既 可 以 说 是 开 的 又 可 以 说 是 闭 的 .所 
有 的 无 穷 开 区 间 与 无 穷 闭 区 间 统 称 为 无 穷 区 间 . 

所 有 的 有 限 区 间 与 无 穷 区 间 统 称 为 区 间 . 

当 e 一 8 时 ， 记 号 ja, 8[ 、[s, 8 与 ja 到 都 代表 空 集 , 它 
记 是 一 个 有 限 区 间 ， 而 且 与 ] 一 cc， 十 co[ 一 样 也 定义 为 既 开 且 
闭 的 ， 记 号 [o% 加 代 玫 单元 集 {o}, 这 是 一 个 有 限 闭 区 间 。 所 有 这 
些 都 是 逮 化 区 间 , 它们 的 长 度 为 零 . 


三 、 集 合 的 运算 


1. 子 集 . 集 合 的 相等 ” 某 一 问题 所 讨论 的 一 切 对 象 构成 一 个 
全 域 或 全 集 多 ， 全 域 的 选择 是 随 着 问题 性 质 的 不 同 而 变化 的 ， 它 
必须 是 一 个 非 空 集合 ， 例 如 , 在 讨论 平面 几何 的 问题 时 , 一 个 固定 
的 平面 , 作为 点 的 集合 , 就 是 我 们 的 全 域 ; 在 讨论 球面 几何 的 问题 
时 ,全域 就 变 成 为 一 个 固定 的 球面 . 下 面 我 们 将 任意 选 定 一 个 全 
域 多 ,而 所 涉及 的 对 象 都 取 之 于 包 , 

(8.1) 定义 设 和 4 与 表示 两 个 随意 的 集合 。 如 果 

wEADrEB, 
即 YwE4 都 有 wEB, 则 称 4 是 的 一 个 子 集 , 记 作 
ACcB 或 Bo4., 

读 成 :“4 包 售 于 B” 或 “B 包 含 4”. 记号 4 折 B 或 B 力 4， 表 示 
4CB 的 否定 , 即 表示 和 4 不 是 BB 的 子 集 ; 读 作 :“4 不 包含 于 B”, 或 
“BB 不 包含 4， 

由 定义 (8. 立即 看 出 ， 任 何 集 合 4 都 是 全 域 多 的 子 集 ,; 

?Fe 


V4 4C 和 又 4q 了 人 习 0E43 wwEB ACBewE BSEA). 
(8.D v4, gcA. | 
事实 上 , 我 们 有 % 皇 4=>w 生 9 因为 空 集 不 含 任何 元 素 . 卫 
设 妇 .B.C 为 任意 的 集合 , 显而易见 ; 
.3) 1T 4CA( 自 反 性 ); 
2。 4cCBA\BCO>ACO (传递 性 )。 
我 们 已 经 看 出 , 4CB 并 不 排斥 BC4. 
两 个 集合 4 与 召 相等 ，4 一 了 3， 当 而 且 只 当 它 们 由 同样 的 元 
素 所 组 成 时 。 显然 , 4 二 了 会 4CBABC4 因 为 这 时 它们 所 包含 
的 元 素 完全 相同 ， 记 号 4 天 示 ~"4~B, 即 4 不 等 于 如. 
如 果 4CBA4B, 则 称 和 4 是 BB 的 真子 集 . 
显而易见 ; 
(3-4) 1 4 一 4( 自 反 人 性 ); 
2 4 一 B 一 了 = 4 (对 称 性 ); 
38。 4= BA 人 B-C 一 4 一 0 (传递 性 ). 
人 .号 定义 22(4= 雪 1Bc 生 叫做 集合 4 的 每 集 。 换 名 
话说 ,集合 4 的 筹集 纪 (4) 由 4 的 一 切 子 集 所 组 成 . 
例 3 如 果 4= 钞 则 罗 只 = 届 . 协 是 单元 集 , 它 的 唯一 元 
素 是 空 集 由 因此 ，{ 价 * 人 由 这 再 一 次 说 明 不 能 将 {9} 与 5 混同 . 
如 果 4 一 全 个 ， 则 22(4= 斧 生 ， 合 ， 恬 ， 它 有 蛙 =4 个 元 
素 ， 一般 说 来 ,如 果 和 有 个 元 素 (%EN)， 则 多 (4) 的 元 素 个 数 
为 多， 这 是 因为 , 纪 (4) 的 所 有 元 素 中 有 个 空 集 , O03 个 单元 集 ， 
CI 个 二 元 集 , 如 此 等 等 .所 以 多 (4) 的 元 素 个 数 是 
1+0T02+ + On = (+l)*=2. 


2. 并 集 与 交集 设 4C 缴 BC 多 我 们 定义 4 五 的 并 入 
与 交集 如 下 ; 
1。 


(8.6) 定义 令 
AUB={o€E WIvEAVIED), 
ANB-{o€E VIsE ANwE DB}: 
则 4UB 与 4NnB 分 别称 为 4 与 的 并 集 与 交集 0 
集合 4 与 8 的 并 集 与 交集 也 分 别 简称 为 4 与 的 并 与 交 . 
例 和 令 4 一 {a,b, 0, 四, B={0, a 引 ; 则 
AUB={a, b, 6, ad, ¢}, ANB= {0, @. 
当 4NnB%9 时 , 则 和 4 与 马 称 为 相交 ;而 当 4NB 时 , 则 4 
与 称 为 不 相交 或 互相 分 光 
设 4E( 矶 , BEG2( 的 ，OE22( 押 .下面 各 命题 的 真实 性 
是 完全 明显 的 . 
(37 AUA~h ANA=A GUA4-4INA- 
(3.8) 4UB=BU4 4n3=-Bn4 (交换 律 ) 
(3.9) CUBUO-4UCGUC CnBnC-4n(Bnon， 
《结合 律 ) 
(B10) ANBYUOD = ANBD YANO; 
AU BNO (AUD NAUO, HE 


3. 差 集 与 余 集 ” 令 4E 儿 (4)，BE2( 和 @%) .我 们 到 定义 莽 
集 与 余 集 . 
.1H) 定义 令 
A—B={s|sE AN\wFFB}; 
则 集合 4 一 卫 称 为 集合 4 与 召 的 差 集 ， 如 果 4 了， 则 4 一 如 称 
为 集合 B 关 于 集合 4 的 余 集 ,或 者 称 为 了 3 在 4 中 的 余 集 ， 并 且 用 
记号 多 ,了 3 来 表示 。 


名 建议 讲授 并 、 交 、 差 、 余 等 运算 时 ， 教 师 可 用 文 氏 图 解 CVenn dingram) 或 其 他 
图 示 法 作 直 观 的 解释 ， 


了 ， 


CiaB= 4—B {42>B). 
任何 集合 4 关于 全 集 多 的 余 集 将 简称 为 4 的 余 集 ， 并 且 用 记号 
多 4 来 表示 : 
CA 多 一 4 一 全 jc 后 4 
由 此 可 见 
4— BCA, AC(4—B)UB, 4—8$=4; 
{4—- BUB~-A4OBCA; A—B=6O 4CB, 
特别 地 ,4 一 4 一 . 
以 下 各 命题 的 真实 性 是 明显 的 . 
(8.19) 当 3DP4 时 ,Ga(Ga4) 二 4， 特 别 地 , 当 B= 信 时， 
YGA) = 4h. 
(8.18) Yq—Y CY ANG A AUYGA= YU. 
(3.14) ACBOYGBCYAh 4= BOYGA- CB, 
(8.10) A4-B-ANYB. 
(8.16) 笛 " 摩 尔 根 (De Morgan) 定律 
GAUB = GANYGB, GANB) mm HAY YB. 


四、 二 元 关系 及 汞 数 


本 节 所 论 可 以 完全 建立 在 集合 这 一 基本 概念 的 基础 之 上 ， 但 
为 了 减少 读者 的 困难 , 我 们 仍然 不 时 借助 于 直观 . 


1， 二 元 关系 ”为 了 定义 “二 元 关系 ”我们 应 该 先 定义 “有 序 
个 ”两 个 对 象 &5 所 成 的 有 序 偶 可 以 定义 为 无 序 偶 @f{aj, fc, 对 )， 
并 记 作 (4, ， 


@ 参 阿 P. B. Halmos, Naive Set Theory; 或 J. L. Kelly, General Topology, 
附录 。 


se 1， 


人 HD) ={{0}, {o, H}, 
其 中 & 称 为 有 序 偶 (o,， 5) 的 第 一 坐标 ,5 称 为 第 二 华 标 . 
应 该 指出 的 是 ,有 序 偶 (&, 四 不 是 a、8 两 个 对 象 所 成 的 集合 ， 
而 是 单元 集 {9} 与 无 序 偶 {2, 修 组 成 的 集合 ， 当 5 一 5 时，(w 一 
{{Q}}, 而 不 是 {2}. 
例 5 在 平 而 上 选 定 稍 卡 尔 (Descartes) 坐标 系 后 ， 平 面 上 每 
一 点 的 坐标 都 是 实数 的 一 个 有 序 偶 , 而 坐标 (w 只 与 (0, 中 表示 同 
一 点 , 当面 且 仅 当 ca 一“ 2 一 & 时 , 即 
(ou 及 一 人 D Oo~ocAb=d, (2) 
众所周知 ,复数 g 十 本 也 可 以 看 成 是 实数 的 有 序 偶 (o, 如 ,而 且 
wothimotds Oom~oAb=d, 
关系 式 ( 人 对 于 任意 对 象 所 成 的 有 序 偶 (w, 路 与 (o, 四 都 是 真 
实 的 . 
(4. 了 DD 设 0,5.0.4 表 示 任 意 的 对 象 ， 那 末 ， 
(@ P= (6, 国会 5 一 2 人 3 一 0 
我 们 现在 可 以 去 定义 二 元 关系 了 . 
(4.2) 定义 设 4 与 8 是 任意 的 两 个 集合 ， 令 
AxB={o|34€ 4AA3bE BI (oa, BD)}, 
则 集合 4x 吾 加 做 集合 4 与 召 的 笛 卡尔 积 ， 或 简称 为 4 与 召 的 
积 . 如 果 RC4x 召 ， 则 称 刀 为 4 与 翌 间 的 一 个 二 元 关系 . 当 
(&, E 忆 时 ,我们 就 说 & 3 之 间 有 关系 号 并且 记 作 o。 B35。 特 
别 地 , 当 4 一 3- 达 时 ,我 们 称 4 吾 间 的 一 个 二 元 关系 癌 为 集合 
闷 中 的 一 个 二 元 关系 .二 元 关系 也 简称 为 关系 . 
由 此 可 见 , 篇 卡尔 积 4x 避 本 身 就 是 4 与 吾 间 的 一 个 关系 . 
例 6 令 
BR-{¢|3m, nENS 2= 0n, WW) Am= 人 0 
则 及 正 是 则 中 通常 的 相等 关系 。 
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(4.8) 定义 设 刁 是 集合 4 与 吾 间 的 一 个 二 元 关系 . 令 
dom R= {s€ A|3y€EB3 .2 他， 
ran R= {y EBI3%€E 43 .ws RY)}, 
则 dom 且 称 为 关系 B 的 定义 域 ,ran 号 称 为 总 的 值 域 . 
当 妆 =B= 及 ,而 且 dom .Rran RR 一 也 时 , 则 及 称 为 集合 了 
上 的 一 个 二 元 关系 ， 例 如 例 6 中 的 下 就 是 一 个 凡 上 的 关系 . 
在 下 面 我 们 去 讨论 一 些 特殊 的 二 元 关系 ， 


2 函数 ”为 了 使 函数 的 定义 不 依 喜 于 谱 如 "法 区 ”或 “规律 ” 
等 无 定义 的 构 念 ,而 使 之 建立 在 已 经 引入 的 梳 念 的 基础 之 上 ,我 们 
不 妨 以 通常 所 理解 的 函数 的 “图 象 ”(graph) 的 概念 作为 函数 的 定 
义 。 这 是 因为 “函数 "与 “图 象 "两 个 概念 显然 是 逻辑 地 等 价 的 ， 又 
“图 象 只 不 过 是 前 面 已 经 定义 了 的 一 种 二 元 关系 . 
(4.4) 定义 设 下 与 是 任意 给 定 的 两 个 集合 ， 如 果子 
与 了 之 间 的 一 个 二 元 关系 满足 条 件 , 
VoEX, IYyEP I (0, DEF, 
则 美 系 了 叫 艇 集合 了 到 集合 了 内 的 一 个 函数 , 记 作 廊 开 ->7. 这 
时 ,对 于 任何 oE 忆 ,如 果 (o, 殷 E 访 则 将 9 写成/(o)，9g=7(o)， 
称 为 函数 了 在。 处 的 信 , 或 者 称 为 “在 于 之 下 的 得 ， 这 时 也 说 ，/ 
给 以 值 Fo， 或 者 了 把 4 映射 到 Fo) ,或 者 了 把 变换 成 Fo 
或 者 说 ,在 了 之 下 ,了 (与 6 相应 , 记 作 了 :0->F Go). 如 果 :0->y， 
从 定义 (4. 人 立即 看 出 , 当 :了 > 了 时 ,dom 7 一 瑟 , 但 画 数 了 
的 值 域 rany 不 一 定 是 了 , 因为 ran/ 可 能 是 了 的 一 个 真子 集 . 
(4.5) 定义 设 f:> 了 ,车 ranf~= 了 , 即 车 
VYEY, 32E FHF 8) =Yy, 
则 了 了 称 为 集合 工 到 集合 上 的 一 个 满 本 数 (eurjeotion)， 注 函数 
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也 称 为 到 上 的 沙 数 (onto funetion). 
例 7 设 卫 = 了 一 R. 如 果 YzER, 令 
fiw>y= in%, 
划 了 非但 不 是 满 函 数 , 而 且 Yy,， 一 1<y<<1, 9 在 了 之 下 的 原 象 都 


有 有 无益 多 个 ， 但 是 如 果 令 卫 ~[ 一 团 ， 各 |， 了 一 RR, 并 令 
ps > Y=ains, 

则 p 量 然 不 是 满 画 数 ， 可 是 VyE [一 1, 1,y 在 9 之 下 的 原 银 者 
是 唯一 的 . 显然 , 了 与 9 不 是 同一 个 函数 , 因为 它们 的 定义 域 不 同 。 

(4.6) 定义 设 产 开 -> 了 ,ooE 开 .如果 

oo Sf) #7 (0), 

则 称 了 是 且 到 六 内 的 单 西数 (injeotive onetion) 或 一 一 函数 
(one io one fanotion) ,如 果 了 赋 是 开 到 了 上 的 满 卫 数 , 又 是 
章 画 数 , 则 了 叫做 芝 到 了 上 的 双 一 一 本 堵 (bijection)， 

下 面 命题 的 真实 性 是 明显 的 . 

(4.7) 设 放 玉 2 了 ,WEX. 下 是 单 数 售 (f =/ (0 
2=4)， 又 了 是 单 殉 数 今 Vy ETanA 2 在 .了 之 下 的 原 铺 是 唯 一 
加 


由 于 函数 是 集合 , 可 见 两 个 函数 
f=gO domf =~dom gN\YwEdomf, fm) =—g(%). 

设 产 三->RI 则 了 称 为 (定义 在 ) 集 合 全 上 的 实 值 画 数 . 如果 
f: 了 >C， 则 子 称 为 (定义 在 ) 卫 上 的 复 值 画 数 。 实 值 函 数 与 复 值 
承 数 统称 为 数值 函 教 ， 
映射 .变换 或 者 对 应 都 是 函数 的 同义词 . 
(4.8) 定义 设 f; 卫 -> 了 ,并 设 A4CX, BCY; 令 

FO {yyEYT|Is EA fC8) =Y), 
f°(B)= {EXIf (wm) EB}, 


则 集合 f(4)， 即 4 中 一 切 元 素 的 象 所 成 的 集合 , 叫做 集合 4 的 全 
象 或 象 ; 集合 /+(B) 叫 艇 集合 的 完全 原 象 或 原 象 ， 当 B 是 一 
个 单元 集 从 时 ， 则 f+({ 遇 ) 通 常 写 成 f+) 是 9 的 一 切 原 象 所 
成 的 集合 
"(WD = {ETI = 
称 为 y 在 了 之 下 的 完全 原 象 或 送 象 . 
广 (B) 及 f+(y) 都 可 能 是 空 集 ， 例 如 , 令 
fF:R—>R, f:w—>ain wy 
则 六 3([9% 和 ) 一 广 :(2) 一 外 
和 如果: 了 > 了 ， 则 ran 7 一 F( 和 )。 由 此 可 见 ,了 是 满 函数 全 
了 (了) 一 了 ;了 是 单 画 数 兮 YYE 了 ( 卫 ), 六 +(g) 是 单元 集 . 
(4.9) 设 /: 卫 > 了 ,并 设 4C 了 ,BCY、， 那 末 ， 
TD 4G/1(J(4)); 营 了 是 单 函 数 , 则 了 (f(A)) 一 4 
2) fCf-1(B)) CB; 阁 是 注 函 数 , 则 ff-1(B)) 一 B; 
8) 1GB) ~ GIB) HM 中 , FB-Y-B, Gf-1(B) ~ 
工 -7 . 
证 1 我 们 有 
s€EAD FY) EF (A) 全 2EFCF(C) 
可 兄 4C (4(4))， 如 果子 是 单 函 数 , 则 
“ EFF (A) SD 0) EF (ASI0 EAD FH) 1 0) os, 
因此 w€4. 所 以 当 了 是 单 函 数 时 有 广 :(J(4))C4， 于 是 由 前 
面 已 经 证 得 的 结果 推出 六 (7F(4)=~4 
2) 我 们 有 
YE (B) 人 3sE 太 (3 I SY) YY 8) EB 
所 以 7(CF(B))CB， 当 了 是 满 西数 时 , 有 
YEBHITE FI fH) 一 2EB 一 aoE 广 !(B) 一 
yf (0) EF FB)), 


14. 


因此 当 了 了 是 汪 数 时 , BC (7-:( 配 )， 再 援引 已 经 证 得 的 结果 ， 
印 得 (1-*(B)) 一 BB. 

3 等 式 广 :(G 巧 一 Gf-2(B) 直接 由 下 列 一 系列 等 价 式 扒 
出: 
oEf GB) AW)E CB (0) ¢ Ber Ef- (Bw EF. 

(4.10) 定义 设 1; 卫 > 了 ,4cCX, 且 g:4> 了 ， 如果 

Yee4 go) ~f(0), 

则 9 区 为 在 4 上 的 限制 ， 记 作 9~= 了 |4， 当 9 一 了 和 4 时 , 则 玫 虹 
租 9 在 和 上 的 扩张 或 开拓 . 

例如 在 合 7 中 ,pg=y|[ 一 可， 过], 而 了 是 在 RR 上 的 扩张 

(4.11) 定义 设 产 下 -> 了 93 了 ->G、 令 

gf {lo, WD EX XZIYoEZ, sg(F 0))}, 

则 好 显然 是 了 到 思 内 的 一 个 函数 , 称 为 西数 了 与 9 的 复合 西数 
或 合成 函数 。 函 数 沁 与 9 的 复合 函数 也 简称 为 , 与 9 的 复合 或 全 
戌 

(4.19) 如果 好 是 单 画 数 , 则 了 是 单 冰 数 ( 左 可 浓 去 放 )， 如 
是 巡 是 清 夯 数 ,由 9 是 注 国 数 ( 右 可 消去 性 ). 

(4.19) 和 如果: 了 > 了 是 双 一 一 玖 数 , 而 且 g: 了 -*Z 其 双 一 
一 秀 数 , 则 gf: 芝 ->Z 是 双 一 一 函数 . 

(4.14) Ff:R->T, g:Y->2, 

Uc2 SD fg)]. 
证 ”我们 有 
2€ (o-oo) gf (0)) ET Flo) E91(0) 
SEF :L910)]. 

因此 , (gf/)(0) =P-aryrxCD]. 了 

我 们 林 以 把 六 +[g-1(D)] 简 写成 拓 19-(D), 于 是 (4.10 中 的 
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等 式 变 成 (9 有 了 (0) 一 gD0), 设 4C 则 9[7GC4)] 也 可 
以 简写 成 gf C4. 
(4.15) 定义 设 也 CY, 并 设 函 数 了 定义 如 下 ， 
YrEZX, (一 六. 
那 末 , 就 叫做 瑟 到 王 内 的 内 射 函 数 (inclusion funotion 或 
injection)。 内 射 函 数 通常 用 来 表示 ; 
i={(%, 轨 E 瑟 xX 王 [YeE 互 ,wo 一 欠 . 

了 到 了 上 的 内 射 函数 称 为 恒 等 画 数 (identity fanetion)， 并 且 用 
6 来 表示 .为 了 表示 是 对 到 了 内 的 内 射 函数 ,我 们 使 用 记号 
XSY, 

《4.16) 定义 设 f: 卫 > 了 是 一 个 双 一 一 函数 . 令 

fi={rEY XXIVYEY, 3%E XI Y, WAY) -WH, 
出 于 于 是 双 一 一 函数 ,因此 
YYyEY, AvE FI FO =Y. 

可 见 f 了 是 了 到 下 上 的 一 个 孙 数 , 称 为 杉 数 了 的 反应 数 . 

(4.17) 每 个 双 一 一 冰 数 :了 -> 了 都 有 一 个 反 玖 数 广 "了 > 
了 于 , 它 也 是 一 个 双 一 一 沙 数 .如 果 令 6。 及 e 分 别 下 示 玉 到 卫 上 
及 了 到 了 上 的 恒 等 函 数 , 则 信守 =6 1f =e 并且 (f= 了 
又 如 果 9: 了 -> 是 一 个 双 一 一 函数 ,网 (9 有 一. 


五 标 号 族 


1. 标号 族 ”为 了 某 种 目的 , 我 们 有 时 需要 强调 一 个 函数 的 依 
以 及 它 的 值 域 , 这 时 就 有 必要 引入 特殊 的 记号 来 表示 这 一 函数 , 比 
如 说 , 设 
f:I>X; ViCL, 可 令 mf (0) 


I6.， 


的 每 个 元 素 i 称 为 标号 ,而 YYGE ms 称 为 族 {mw}ier 的 一 个 项 ,于 
的 信 域 了 (了 ) 称 为 标示 集 (indexed set)。 当 标号 集 了 是 否 明 自 写 
出 无 关 重 要 时 ,和 中 的 一 个 族 {zx}ier 可 以 简写 成 {x}. 
当 I~N 时 ,也 中 的 族 {whien 常 被 写成 {zo}， 则 伐 总 中 的 一 
个 序列 。 如 果 
YnE 和 和 一 ze 所 ， 
出 序列 {oj, 亦 即 序列 (so wo，…， 2 器 艇 一 个 常 序列 ， 它 的 
项 虽 有 无 穷 多 个 ， 但 它 所 有 的 项 组 成 的 集合 ( 即 标示 集 ) 却 是 一 个 
单元 集 {mo}。 如 果 于 是 一 个 数 集 或 点 集 ， 则 三 中 的 序列 {mo} 就 
是 常见 的 数列 或 点 列 了 ， 现 在 任意 固定 一 个 %EN; 令 
Aln) = {ry EN|rEn)}, 
则 集合 4(o) 一 行 , 2, 8,…, 塌 称 为 自然 数 系 财 的 一 个 数 段 . 
如 果 标 号 集 了 一 4 人 ， 则 族 {wDvesw 一 般 写 成 {tv}i<vas 或 Co 
to gm) 叫做 五 中 的 一 个 有 限 序列 或 w 元 组 特别 地 ,二 元 组 
(zu wma) 也 就 是 有 序 侦 . 
如 果 且 是 一 个 集合 类 ， 则 得 了 予 中 的 一 个 集合 族 {了 中 ez， 于 
此 ,YiE 工 工 ( 是 一 个 集合 ,并 且 革 ,E 子 ， 
当 标号 集 工 # 引 时， 则 族 {ojier 由 币 非 空 族 ; 而 当 工 一 六 时 ， 册 
fjiez 叫做 空 族 . 


8. 笛 卡尔 积 ”我 们 已 经 定义 了 两 个 集合 的 销 卡 尔 积 ,现在 去 
推广 这 一 概念 . 
(5.1) 定义 设 { 了 yter 是 任意 的 一 个 集合 族 。 令 
ler 3:= {elo= {oher 其 中 Yi EL mE XY}, 
则 集合 Ter 入! 称 为 所 有 集合 子 : 或 集合 族 { 字 全 的 笛 卡 尔 积 ， 在 
它 的 每 个 元 素 z~ {eher 中 ,om 称 为 2 的 坐标，t 了 的 每 个 项 
"1. 


及 , 称 为 秆 卡尔 积 Ilrer 子 :的 因子 或 < 坐 标 集 , 简 卡 尔 积 TsrZ， 
也 简称 为 所 有 节 ; 的 积 ,并 简写 成 I]: 玉 . 

当 标 号 集 工 ~ 时 , 积 [Jsew 了， 通常 写成 代 革 1 了,， 或 者 写 

成 
1XTaX XT 
它 由 所 有 的 序列 4= fen} 所 组 成 ,于 此 , YnEN, wn € 及 

当 标号 集 了 =4( 人 0 = 全, 2 … 内 时 ， 积 Jieso 写 通常 写 

成 [2 3 或 者 写成 

瑟 1X 瑟 3X…X 王 ws 
它 由 所 有 的 “元 组 (mx, wo,，…, 2%) 所 组 成 ， 于 此 ，YTE4 (GD， 
mE 及 ,， 当 n 一 2 时, 我们 就 得 到 .上 一 节 第 1 款 中 已 经 定义 了 的 两 
个 集合 的 笛 卡 尔 积 也: xX 也。。 

如 果 YnEN(YtE4(W)， 台 一 互 (总 一 三 ), 则 积 I 和 :人 
(TD 可 以 写成 子玉 "); 又 症 : 一 王 . 

在 入 卡尔 积 I 了 或 [La 和 中 ， 元 素 4= 人 3 小 或 4 一 
fm}ueten 的 举 标 将 称 为 第 坐标， 又 积 的 因子 将 称 为 第 i 因 
子 . 

(5.2) 定义 对 于 任 一 固定 的 和 EI, 设 pr: Ler 于 
并 设 Yz= {ex} EL os(o) 一 EYE 如此， 则 玖 称 为 积 
JT, 了 3 到 集合 卫 。 上 的 投影 或 z 坐标 函数 . 

例 8 如 果 YiEI, 于 :二 及 , 则 Tl 对 一 卫 ', 其 中 也 ' 表示 工 
到 于 内 的 所 有 函数 组 成 的 集合 ; 

Fi= {2|v:I>}. 
特别 地 ， 积 TerR 一 R" 是 一 切 定义 在 只 上 的 实 值 阴 数组 成 的 集 
合 . 

例 9 设 YnEN, 了 =-R 则 开 和 :了 一 Re， 它 是 所 有 实数 
列 2 一 {zx} 组 成 的 集合 。 对 于 一 个 固定 的 n EN，R" 是 所 有 实 的 
.18. 


4 数组 (2 wo,，…, mn) 组 成 的 集合 ; 特别 地 , 民 可 以 看 成 是 稍 卡尔 
坐标 平面 ,R* 是 笛 卡 尔 和 坐标 空间 ， 对 Rs 来 说 , 坐标 函数 ,ps, Ps 
分 别 把 外 的 任意 点 = (co mo， vs) 正 交 地 投影 到 第 一 、 第 二 、 第 三 
坐标 轴 民 上 :p(w) 一 oa (6=1, 2 38). 

利用 笛 卡 尔 积 , 选择 公理 可 表述 如 下 : 

全 .3) ”选择 公理 ” 设 {下 由 ez 是 任 一 非 空 集 仓 族 ， 如 果 对 
于 每 个 标号 4E 了 三: 六 办 则 了 Her :六 9. 


3。 集合 的 运算 ( 续 ) ”我 们 现在 去 推广 并 集 与 交集 的 概念 
(5.4) 定义 设 {Zjeer 是 任意 一 个 集合 族 ， 集 合 
Uier ,= {els ELIS E XY, 
Mer T= {ols EX, Vi€ET) 
分 别称 为 集合 族 {了 tver 或 所 有 集合 互 :的 并 集 与 交集 . 
当 标 号 集 了 一 N 时 ， 即 得 一 序列 集合 { 卫 ,} 的 并 集 UL 和: 三 
与 交集 门 已: 三 w 它们 也 可 以 分 别 记 作 
和 RUXSU…UsU… 及 KN TN NEN 
当 标号 集 了 一 4(m) 时 , 则 得 一 有 限 序列 集合 耳 1， 下 a, …, 辽 ， 
的 并 集 LU 也; 与 交集 门 ,2 互 。 它们 也 可 以 分 别 记 作 
iURaU…UR 及 ZN ZN NT. 
当 %=2 时 ， 则 所 得 即 为 定义 (3.6) 中 的 两 个 集合 的 并 集 与 交 
集 . 
人 .号 ”对 于 集合 的 空 族 { 民 tisp 我 们 有 
(es Zi ~ Nss Xt= Y, 
证 如 果 Ljiea 瑟 ! 含 有 一 个 元 素 ， 则 标号 集 由 中 就 应 该 有 
一 个 元 素 忆 8.t 2 E 也 。 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 空 集 8 不 含 任何 
元 素 。 所 以 (jies 邓 :一 8. 于 是 第 一 个 等 式 得 证 . 
我 们 仍然 用 归 忱 法 去 证 明 第 二 个 等 式 ， 如 果 全 集 多 有 一 个 
了 。 


元 素 * 红 门生 9 则 空 集 多 中 将 有 一 个 元 素 志 8...w 生 下， 这 同 
桩 是 不 可 能 的 。 因 此 , %Y 忆 门 heg 邓 从 而 有 门 kes :一作 了 
令 了 =UjierZo DD 一 门 Iser: .下 而 的 命题 是 显而易见 的 。 
(5.6) 1) Vi€EIL, VOR,s 
2) ME PU DVIET, MoTSMEV,. 
(GD 1) YEET DCX 
2) ME PU) DYIET, Me XMED. 
命题 (5.6) 说 明 , 所 有 环 , 的 并 集 玉 是 包含 每 个 集合 芝 , 的 所 
存 集 含 中 的 最 小 和 集会， 命题 (5.7) 说明, 所 有 了 节 ! 的 交集 卫 是 包含 
于 每 个 集合 卫 , 的 上 所 有 集合 中 的 最 大 集合 . 
人 .8) ”向 :摩尔 根 定律 1) 多 (Jer20) = 人 er 多 1; 
DE er =r Ha. 


证 我 们 去 证 明 1)， 
VEG er FIOLE er TOVIET, wv EROViEL 
ECR SW Ef Ner GC FL 
因此 了 成 立 为 了 证 明 3), 可 令 了 ,= 名 了 Ys 则 由 已 证 得 的 了 ,我 
们 有 
CPD = ET = NX. 
因此 ， 
CNEZOGE CTO T= NER. 1 
设 玉 己 希 则 易 证 下 面 的 两 个 分 配 律 成 立 : 
(5.9) D WN ONZD -ITN ZY; 
2 WU = (WUTD. 
令 { 卫 小 er 与 {了 x}vex 为 任意 两 个 集合 族 ; 则 容易 证 明 : 
{5.10) 1) (herWo N (eer 2 —\ ener WiN Fs): 
2) QW U (OZD = ei WU ZY. 
设 了 是 一 个 集合 立 到 同一 个 或 另 一 个 集合 了 内 的 一 个 函数 ， 
20. 


并 设 { 且 cjhez 是 多 (和 ) 中 的 一 个 族 ， {wjwer 是 多 (了 ) 中 的 一 个 
族 ， 我 们 有 下 列 公式 ， 
(5.11) DD fer Yh = scezf (Fos 
2) FNeer Yo = [eesf (Fw. 
(5.12) f(A herB) = herf (Fo). 
比如 我 们 去 证 明 (5.11) 1) 与 (5.12)， 由 定义 (4.8) 与 定义 
(6-4 看 出 ， 
wEF TerTH) SF 0) El jrer Yr 3hE Es.t.f(2) EY 
SIEKst.wEF HT OVEL erf (Fh, 
所 以 (5.11) 4) 成立， 
现在 去 证 明 (5.12)， 

YES (her) FITEL herBi st Fo) =Yy 
SIETNAIoE Fg. bt. fo) =—Yy 
OIiEIS tyES (ROSYELerf (RO, 

这 证 明了 公式 (5.12). 卫 

公式 66.9)、(5.10) 及 (5. 堪 ) 2) 的 证 明 留 给 读者 . 

然而 集合 了 ( 门 对 0 可 并 不 一 定 等 于 集合 门 7(C30 ,我 们 只 能 
有 下 面 的 包含 式 : 

(5.18) TODEOSCeAGZD. 

命题 (5.18) 的 证 明 留 给 读者 . 

为 了 说 明 包 会 式 门 :7(Z9OcF7GYv DO) 不成立， 令 了 为 集合 
琉 到 集合 Y 内 的 一 个 常 值 函 数 ， 即 f( 邓 ) 仅仅 由 了 中 唯一 的 一 
个 元 素 如 所 组 成 ，f( 下 ) = {bo} .如 果 工 译 少 包含 两 个 元 素 , 并且 

YiET, 书 尖 又 和 人 ET, 详 坊 且 门 了 一生 

则 见 fF XI) = = MF OT = {0}. 
因此 ， NACZOFEFON F). 

然而 下 面 的 命题 却 是 真实 的 (证 明 留 给 读者 ): 
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(5.14) 如果 于 是 单 西数 , 则 

zz = Nf RY). 

我 们 现在 去 定义 笛 卡 尔 的 “部 分 积 ”， 

(5.15) 定义 设 {djaszs 是 任意 的 一 个 集合 族 ， 并 长 
YX%EL, Tc4。 现在 从 工 中 随意 选 出 品 个 标号 hha, …， hm, 
并 以 记号 开 (0%, Uh，…, 0,) 才 示 管 卡尔 积 

ITTaes V's, 
其 中 当 X~ 和 GL 2，…， mm) 时 , 了 ,一 0D 而 当 和 不 等 于 任何 
一 个 为 时 ,~4,。 我 们 称 第 卡尔 积 TI (D0.…, 如 ) 为 笛 
卡尔 积 [Ler 4 关于 ,D5 ，…。，I7,。 的 一 个 部 分 积 . 
下 面 的 公式 成 立 ， 
(5.16) HU Uso i, To = gi: (U3) nen (Uw) Dee 


PR(02s)， 其 中 各 .GG 一 1 2，…， 是 积 Tss4 到 4 上 的 
投影 . 


证 令 w= {mw} 为 部 分 积 II(U% 7 …, Uw) 的 任 一 元 素 ; 
则 由 定义 (5.15)， 
VE 二 ET 
川 然 YE Gil 2 mm), pu(0) = ey ED, 可 多 Yi (21, 2, 
9 2E CU， 这 证 明了 
(Us, Do Us) © pi Dy) N pa UW NN pa (Os). 
同 理 易 证 
Pa (Ui) N pr Di) NN pa OT) EI Us, Ur, ~ Os), 
公式 (5.16) 就 证 明了 ，] 
令 因 和 mnt 为 五 中 的 p 个 标号 (p>m0)， 
则 下 面 的 公式 显然 成 立 。 
人 17) TT(Ua Do Un) N IC pp Ts 
IV, Us, *%, Us,). 
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六 、 等 价 关系 与 偏 序 关系 


工 ， 等 价 关系 ”等 价 关 系 是 不 同 于 函数 的 另 一 种 二 元 关系 , 它 
是 “相等 ”这 一 概念 的 推广 ， 下 面谈 到 的 集合 下 以 及 族 { 互 jiez 都 
是 非 空 的 . 

(6.1) 定义 设 且 是 集合 卫 中 的 一 个 二 元 关系 ,并 设 wy、 
zE 玉 。 如 果 下 列 条 件 满足 , 则 忌 就 叫做 集合 全 上 的 一 个 等 价 关 
系 : 

DD Y% 2 至 2( 自 反 性 ) 

2) wRy: 祝 yRw( 对 称 久 )s 

3) mByNyRz 坊 %Bz( 传 递 往 )、 

从 (6. 了 ) 中 的 条 件 二 立即 看 出 , 等 价 关系 是 集合 也 上 的 一 个 
关系 . 

以 后 我 们 将 用 记号 ~ 或 兰 表示 等 价 关系 。 如 果 B 是 集合 了 
上 的 一 个 等 价 关系 , 则 将 2 Ry 写成 ~y 或 4 衬 y. 

显而易见 , 凡 相 等 关系 都 是 等 价 关系 . 此 外 , 如 果 令 互 表示 
所 有 三 角形 组 成 的 集合 , 则 两 个 三 角形 的 相似 也 是 也 上 的 一 个 等 
价 关系 . 

一 个 集合 上 的 等 价 关系 与 这 个 集合 的 分 类 有 着 极为 密切 的 联 
系 ,而 事实 上 , 这 两 个 概念 是 等 价 的 。 在 下 面 我 们 就 去 定义 一 个 集 
合 的 分 类 . 

《6.2) 定义 设 { 子 ther 是 已 知 集合 互 的 子 集 的 一 个 族 , 即 
Yi EL 蔗 , 己 耳 ， 如 果 下 面 的 三 个 条 件 满足 ， 

DD 有 er Zi 

2) Vi ET, XT¥8; 

2) VG, EIXI, i#o DAN T= 


那 末 ,集合 族 { 了 yeer 就 叫做 集合 互 的 一 个 分 类 , 每 个 互 : 叫做 分 
类 {Z3ter 中 的 一 个 类 . 
下 面 的 定理 是 众 所 局 知 的 ， 
(6.8) 定理 集合 卫 上 的 每 个 等 价 关系 收 决定 开 的 一 个 
分 类 { 了 duep 使 租 工 的 元 素 2 与 凡 属于 同一 类 王佐 ao 反 
之 ,入 他 工 的 每 个 分 类 { 开 tter 决 定 工 上 的 一 个 等 价 关 系 ~, 其 
定义 如 下 ; 


gal Ov 与 v 属于 同一 类 于, 

证 销 从 路 人 

外. 和 定义 等 价 关系 一 所 商定 的 分 类 { 开 ger 中 的 每 个 类 
他 ,都 时 做 关于 关系 ~ 的 等 价 类 , 如 果 zE , 则 z 称 为 等 价 类 工 ， 
的 瑟 的 商 集 或 称 了 对 于 ~ 的 商 集 , 记 作 开 /、 

如 果 z 是 等 价 类 且 , 中 的 一 个 代表 , 则 等 价 类 也 ;也 可 以 记 作 
为 3 二 及， 显然 ,和 如果 yE, 则 

= 

叉 Ng=—g Oo 不 ~y. 

例 10 邻 a, 5EZ, 并 定义 

a~b 4la—b, 
苑 e~ 3 会 6 王 8(mod4)， 
则 显然 ~ 是 整数 系 荆 上 的 一 个 等 价 关系 、 商 集 了 /~ 由 四 个 等 价 
类 在. 引 所 组 成 , 记 作 Zs 它 是 模 4 环 的 剩余 类 环 ， 
Z/~ 一 全 五 五 对 一 ze 
例 卫 设 9w: 屋 一 了 令 VE 王 ， 并 定义 关系 omr 如下: 
se 90) (0). 
加 比如 ,可 儿 考 张大 弄 < 过 世代 数 基础 > (1978 年 修订 本 ), 第 一 癌 ，$10， 人 民 
教育 出 版 社 . 
aa 。 


显而易见 ， 忆 是 集合 也 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 并 且 YE 了 TY, 5 一 
VCp(2))， 因 此 ,如 果 令 yEp( 玉 ), 则 一 切 g"+(g) 组 成 的 集合 就 
是 一 对 于 关系 ~ 的 离 集 并/~. 

(6. 辐 ”定义 设 ~ 是 集合 马上 的 任 一 等 价 关系 。 如 果 

YwE, 邻 fo) =zE /~ 

出 了 显然 是 集合 节 到 商 集 部 /~ 上 的 一 个 注 函 数 ， 称 为 集合 子 
到 商 集 卫 / ~ 上 的 自然 映射 或 商 映射 、 

设 ~ 为 集合 卫 上 的 任 一 等 价 关系 , 并 设 例 革 中 的 集合 了 就 
是 按 关系 和 ~ 而 得 到 的 互 的 商 集 : 了 一 耶 /~， 如 果 用 和 表示 由 玉 
到 工 上 的 自然 映射 了 所 导出 的 且 上 的 等 价 关系 ， 则 不 难看 出 这 
两 个 等 价 关系 ~ 及 宇 是 同一 个 关系 。 事实 上 ， 设 4 成 立 ， 则 
7(o) = 了 (w)， 因 此 ， 2 与 2' 属 于 关于 收 的 同一 等 价 类 所 以 
ww 成立， 反之 不 难看 出 ，z~w' 坊 v 空 w'， 由 于 二 元 关系 是 集 
合 , 可 见 关系 ~ 与 兰 相等 . 


82、， 仿 序 关 系 卓 伦 (Zorn) 引 理 ”我 们 在 这 一 款 里 主要 想 引 
进 卓 伦 引 理 以 备 后 用 , 但 不 给 以 证 明 。 为 此 , 我 们 必须 先 引入 偏 序 
集 的 概念 . 

(6.6) 定义 一 个 集合 也 中 元 素 4.8.c、…' 之 间 的 一 个 二 元 
关系 饼 叫 做 偏 序 的 , 如 果 它 满足 下 列 两 个 条 件 的 话 : 

1) ec 有 5 会 6 一 下 

2) eb, baoe>aeo, 

县 有 偏 序 关系 所 的 集合 子 , 记 作 ( 节 ， 拟 ), 叫 笋 懈 序 集 ， 记 号 4 所 
5 也 可 以 写成 5>0, 读 作 “a 在 5 的 前 面 "或 多 在 4 的 后 面 "如 果 
除 条 件 与 2) 以 外 ,关系 所 还 满足 下 面 的 条 件 ; 

8) Yla, B)EZXX, oebvy ba, 
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那 末 , 关系 所 就 叫做 也 上 的 一 个 全 序 美 系 ， 并 且 ( 且 ,所 ) 就 叫做 
一 个 全 序 集 。 当 不 致 产生 误解 时 ， 无 论 全 序 集 或 偏 序 集 ( 耳 ， 拟 ) 
都 将 用 单独 一 个 字母 了 来 表示 . 

由 条 件 1) 可 知 , 偏 译 关系 六 是 集合 上 的 一 个 关系 ， 并 且 具 有 
自 反 性 , 即 YeE 郊 ，c<c 总 成 立 . 

例 现 设 集合 4 至 少 包含 两 个 元 素 ， 令 下 = 罗 (C4) 则 见 
《 子 , 己 ) 是 一 个 偏 序 集 ， 但 不 是 全 序 的 。 如 果 在 实数 系 民 中 取 佣 
常 的 大 小 次 序 关 系 忌 , 则 (R， 羽 ) 是 一 个 全 序 集 ， 又 ( 纪 (4), 己 ) 虽 
然 不 是 全 序 集 , 但 它 显然 在 关系 己 下 有 全 序 子 集 、 

设 且 是 且 中 的 一 个 二 元 关系 , 即 情 C 耳 x 卫 . 设 AC 卫 ,我 

这 样 , 如果 三 是 具有 偏 序 关系 所 的 偏 序 集 , 4 喔 也, 则 将 所 限 
制 于 4, 所 得 仍 为 一 偏 序 集 , 记 作 (C4, 拟 ), 称 为 已 知 偏 序 集 (了 , <) 
的 偏 序 于 人 梨 .以 后 凡 提 到 一 个 伪 序 集 并 的 子 集 时 , 总 指 的 是 它 的 
偏 序 子 集 . 

(6.7) 定义 设 和 4 是 偏 序 集 对 的 一 个 子 集 ， 如 果 

IuETRI VaEA, ou, 
则 称 4 为 有 上 界 , 而 元 素 汉 就 叫做 4 的 一 个 上 界 。 如 果 
31EXZIYVoEA, lo, 

则 称 4 为 有 下 界 , 而 元 素 就 则 做 4 的 一 个 下 界 . 

县 而 易 见 ,如 果 刀 是 集合 4 的 一 个 上 界 , 并且 wE 子 , ww 
则 纪 也 是 4 的 一 个 上 界 ; 如 果 ? 是 4 的 一 个 下 界 ， 并 且 TE 民 ， 
TY<z 则 志 也 是 4 的 一 个 下 界 . 

(6.8) 定义 ”如 果 非 空 偏 序 信子 的 每 个 全 序 子 集 在 开 中 
总 有 一 个 上 界 , 那 末 , 下 就 叫做 一 个 归纳 集 (induotive sei)， 

例 芭 在 民 中 引入 通常 的 次 序 关系 <<, 则 民 显 然 不 是 一 个 归 
纳 集 , 因为 它 本 身 就 是 全 序 的 ,但 民 中 没有 它 自 己 的 上 界 ， 如 果 在 
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有 界 闭 区 间 [w 困 中 (4<5) 引入 同样 的 次 序 关系 , 则 [4, 四 显然 是 
一 个 归纳 集 . 又 例 12 中 的 耳 = 钨 ( 消 在 偏 序 关 系 所 下 是 一 个 归 
纳 集 ,因为 筷 的 元 素 4 是 他 的 每 个 全 序 子 集 的 上 界 . 

偏 序 集 碟 的 每 个 全 序 子 集 都 叫做 与 中 的 一 条 链 ， 于 是 归纳 
集 的 定义 可 表述 如 下 ， 

非 空 偏 序 集 是 当 纳 集 公开 中 的 每 条 链 在 下 中 总 有 上 界 . 

(6.9) 定义 设 4 是 偏 序 集 互 的 一 个 子 集 ,ceE 4 如果 

Ya€EA, ma G0, 

换 名 话说， 如 果 4 中 没有 一 个 元 素 蜡 于 m 而 又 在 oo 的 后 面 ， 那 
来, m% 就 叫做 4 的 一 个 极 大 元 

应 该 注意 的 是 , 如果 4 中 有 极 大 元 , 极 大 元 往往 不 止 一 个 . 

例 鳌 令 政 一 全 2 3 和 ,下 =GCN).， 在 下 中 定 义 所 为 
C. 如 果 


4=~{{}, {2},， 的， 世 , 中 {1, 委 }， 
则 {8}, 也, 只，{1, 委 都 是 4 的 极 大 元 . 
(6.10) 章 伦 引 理 低 僻 归纳 集 必 定 至 少 包 含 一 个 极 大 元 . 
可 以 证 明 外 ， 卓 伦 引 理 是 与 选择 公 现 等 价 的 ， 因 此, 我 们 不 
坊 把 卓 伦 引 理 看 成 公理 而 不 予以 证 明 . 既然 K. Gidel@ 已 于 1940 
年 证 明了 选择 公理 的 和 谐 性 , 我 们 无 条 件 地 承认 这 一 公理 . 


中 某 此 作者 只 用 传递 性 , 即 定义 人 (6.6) 中 的 条 件 多 来 定义 偏 序 关系 (我 们 不 妨 称 
之 为 一 般 偏 序 关 系 )， 耐 称 按 (6.6) 定义 的 偏 序 关系 为 正常 的 (proper) 与 自 到 的 。 见 
8, Lefscheiz, Algebraic Topalogy, pp. 4 一 5. 按照 这 样 的 定义 ,在 正常 自 反 的 偏 序 集 
中 ,显然 定义 人 8.9) 与 用 条 件 
VaE4 aca 一 Go 
“来 介 绍 极 大 元 的 定义 是 等 价 的 . 
图 参阅 了 工 . Kelly, General Topology, pp. 83 一 36; 或 Q- Birkhoff, Lattioe 
Theory, pp. 42 一 44. 
图 参阅 下 . Gedel, The Consistenoy of the Axiom of Ghoioe and of the Gene- 
zaliged Continmom Hypothesis with the Axioms of Bot Theory. (Annals of Math. 
Btudies, No, 3) Lithoprinted. Princeton, 1940. 
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七 、 有 限 集 与 可 数 集 .基数 


本 节 的 主要 内 容 正如 标题 所 述 ， 这 些 概念 以 及 与 此 相关 的 概 
念 和 基本 性 质 ， 都 建立 在 双 一 一 画 数 的 概念 及 其 基本 性 质 的 基础 
之 上 . 在 这 一 带 里 ,我 们 只 对 个 别 定理 予以 证 明 , 其 余 定理 的 证 明 
可 参考 < 实 变 函数 论 ? 或 < 近世 代数 > 的 教科 书 或 专著 @. 


1. 集合 的 对 等 ”在 生产 、 工 作 与 日 常生 活 中 ,我 们 经 常 通过 
由 一 些 人 或 事物 组 成 的 一 个 集合 到 自然 数 系 NN 的 一 个 % 数 段 
4 的 某 个 双 一 一 对 应 来 计数 ， 中 、 小 学 里 课堂 里 的 点 名 , 看 电 
影 时 的 一 人 一 票 或 对 号 入 座 , 都 是 双 一 一 对 应 的 。 把 这 一 切 概括 
起 来 , 并 提 到 数学 科学 的 高 度 , 我 们 就 得 到 下 面 所 定义 的 、 两 个 集 
合 “ 对 等 ”的 概念 ， 

人 9-1) 定义 设 4 与 有 表示 任意 两 个 集合 。 恕 果 存 在 着 4 
到 召 上 的 一 个 双 一 一 函数 ， 我 们 就 说 集合 4 与 集合 对 等 或 等 
势 , 记 作 ，4~B， 读 成 “4 对 等 (或 等 势 ) 于 好 或 "4 与 召 对 等 (或 
等 势 )”. 

正面 的 命题 的 真实 性 是 显而易见 的 . 

(7.2) 令 少 3.、O 才 示 任 辣 三 个 集合 ， 那 林 , 

1 444( 自 反 性 ); 

2 A~B 过 > B~A (对 称 性 ); 

8° A~BA\B~O A~O (传递 性 ). 

关于 集合 的 对 等 有 下 面 两 个 基本 定理 。 

1.3) 施 罗 德 - 伯 伦 斯 退 (Schrider-Bernstein) 定理 ”如 果 


@@ 比如 说 ， 可 参考 瑟 . 贡 , 那 莪 松 某 ， 徐 瑞 云 译 : < 实 变 函 教 论 >, 高 等 教育 出版 社 
(或 人 民 教育 出 版 社 ) ,1958 年 新 和 版 。 
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集合 4 与 集合 B 的 一 个 子 集 对 等 ， 又 集合 B 与 集合 4 的 一 个 子 
焦 对 等 , 则 4~BB 

(7.4) 定理 对 于 任意 的 两 个 集合 4 与 B, 或 者 4 与 的 
一 个 子 集 对 等 ,或 者 B 与 和 4 的 一 个 子 集 对 等 . 

定理 (7 .名 的 证 有 明 见 附录 ,在 这 个 证 明 中 我 们 用 到 卓 伦 引 理 . 


3， 有 限 集 与 无 穷 集 ”前面 我 们 已 经 提 到 过 有 限 与 无 穷 的 概 
念 , 例如 “有 限 序列 ”无穷 多 个 "等 等 ， 我们 现在 去 给 集合 中 元 素 
的 “有 限 多 个 ”与 “无 穷 多 个 ”以 较为 精确 的 涵义 . 

人 .及 定义 空 集 以 及 与 任 一 % 数 段 4(n) 对 等 的 集合 叫做 
有 限 集 ， 不 能 与 任何 有 限 集 对 等 的 集合 叫做 无 穷 集 或 无 限 集 ， 一 


设 {ex}xez 是 任意 的 一 个 族 ，{ei}jxsz 称 为 有 限 或 无 穷 族 , 那 就 
要 看 标号 集 工 是 有 限 或 无 穷 集 而 定 。 一 个 有 限 集合 族 的 交集 或 并 
集 ， 分 别称 为 有 限 交 或 有 限 并 同样 我 们 可 以 定义 无 穷 交 与 无 穷 
并 ， 

有 限 集 的 一 般 理论 以 下 面 的 定理 为 基石 . 

(7.6) 有 限 集 的 基本 定理 ”任何 有 限 集 决 不 能 与 以 它 为 真 
子 集 的 任何 集合 对 等 . 

从 有 限 集 的 基本 定理 我 们 看 出 ， 自然数 系 NN 决 不 能 与 任何 一 
个 4 数 段 4(n) 等 势 ， 当 然 更 不 能 与 空 集 等 势 , 从 而 它 也 就 不 能 与 
任何 一 个 有 限 集 等 劳 ，、 因 此 自然 数 系 凡 是 无 窑 集 ， 由 此 推出 ， 任 
何 与 N 等 势 的 集合 都 是 无 穷 集 。 同时 , 利用 (7 .6) 不 难 证 明 ， 

(7.7) 有 限 集 的 任何 子 集 都 是 有 限 焦 . 

由 此 立即 看 出 ， 几 包含 一 个 无 穷 集 的 集合 必定 是 无 穷 集 ， 于 
是 ， 整 数 系 忆 , 有 理 数 系 人 Q, 实 数 系 RR 与 复数 系 C 都 是 无 穷 集 。 

“29， 


下 面 的 命题 是 定理 (7.6) 与 (7, 作 的 直接 推论 ， 

(7.8) 如 果 一 个 集合 与 它 的 一 个 真子 集 等 势 , 那 末 , 这 个 集 
全 必须 是 无 究 集 

命题 (7.8) 的 道 命题 也 是 真 的 。 (7 .8) 与 它 的 道 合 起 来 可 表述 
如 下 ， 二 个 集合 是 无 穷 集 的 必要 与 态 分 条 件 基 ， 它 与 它 的 一 个 丰 
蒜 集 竺 势 、 这 叫做 向 德 金 -皮尔 斯 (Dedokind-Pieroe) 定理 , 


8， 可 数 集 与 不 可 数 集 ” 我们 现在 对 无 穷 集 作 进一步 探讨 . 
(7.9) 定义 与 自然 数 系 导 等 势 的 任何 集合 都 叫做 无 穷 可 
数 的 。 有 限 集 与 无 穷 可 数 集 统称 为 可 数 集 ， 不 与 任何 可 数 集 等 势 
的 集合 叫做 不 可 数 集 。 如 果 一 个 集合 是 可 数 的 , 我 们 就 说 它 含有 
对 于 一 个 族 {ojjsez， 可 仿照 有 限 族 与 无 穷 族 的 定义 去 定义 可 
数 族 与 不 可 数 族 ， 从 面 给 出 集合 族 的 可 数 与 不 可 数 并 和 可 数 与 不 
可 数 交 的 定义 。 

显然 ， 凡 不 可 数 集 必然 是 无 穷 集 ， 关 于 可 数 集 ， 我 们 有 和 与 
(07,7 类似 的 下 面 的 命题 

(7.10) 可 数 集 的 任何 子 集 都 是 可 数 的 . 

不 难 证 明 ，NXN~N 换 句 话说 , NXN 是 可 数 的 (当然 是 无 穷 
可 数 的 )。 由 此 用 数学 归纳 法 容易 证 明 ; 

(CID YnEN, wn 个 可 数 集 的 笠 卡 尔 积 是 可 数 的 . 

此 外 不 难 证 明 : 

(7.12) 可 数 入 的 可 数 并 是 可 数 的 . 

由 此 可 见 ， 划 数 系 己 是 可 数 的 ， 如 果 把 任 一 有 理 数 了 = 你 
(mnEZ, n>0, m 与 % 百 质 ) 看 成 蓝 数 的 有 序 偶 (m, 只 ， 则 立即 
看 出 ， 丰 理 数 系 Q 是 可 数 的 ， 尽 管 它 是 稠密 的 ， 我 们 容易 证 明 : 
» 0 


有 自然 数 系 的 一 切 有 限 子 集 所 成 的 集合 是 可 数 的 . 由 此 立即 推出 ， 
您 何 可 数 集 的 一 切 有 限 子 集 所 成 的 集合 是 可 数 的 ， 利 用 (7.1DD) 及 
(7.12) 易 知 ， 整 数 系 王 中 一 切 有 限 序列 所 成 的 集合 是 可 数 的 ， 由 
于 工 中 的 每 一 个 首 项 不 为 零 的 有 限 数列 (co，cz，…，mm) 决定 一 个 
生 次 的 连 系 数 多 项 式 ， 
om 十 夺 如 十 ,十 gg 十 ga。 (Go¥0) 
反之 亦 然 . 因此 ， 二 切 整 系数 的 多 项 式 所 成 的 集合 是 可 数 的 .由 
此 扒 出 ， 斯 有 代数 数组 成 的 集合 是 一 个 可 数 集 ， 下 面 的 定理 指出 
了 不 可 数 集 的 存在 ， . 
(7.13) 无 穷 可 数 多 个 自然 数 系 时 的 笛 卡尔 积 N” 是 不 可 数 


的 . 
由 于 RN 由 一 切 自然 数列 所 组 成 ， 因 此 (7 .19) 又 可 以 表述 为 : 

N 中 一 切 数列 记 成 的 集会 是 不 可 数 的 .这 个 定理 的 证 明 要 用 所 谓 
的 “对 角 线 法 "， 是 众所周知 的 ， 作 为 (7.13) 的 直接 推论 是 下 面 的 
命题 ， 如 果 {4 寺 是 任 一 无 穷 可 数 集 的 序列 ， 则 笛 卡 尔 积 TT 1 4 
是 一 个 不 可 数 集 . 

把 单位 区 间 了 工 ~ [0, 蕊 中 的 每 个 数 都 表示 成 十 进 小 数 ,除了 把 
工 表示 成 0.999…9… 外 , 以 9 为 循环 节 的 一 概 不 用 . 同样 使 用 “对 
角 线 法 ”, 可 以 证 明 ， 单 位 闲 区 间 [0, 二 是 不 可 数 的 . 设 4，5 ER, 
4<b， 定 义 了 [0, Jfa, 加 如 下 ，Y%E [0, 1], 令 

了 (2) = ~)%+a, 

则 见 了 是 [0, 切 到 [6, 困 的 双 一 一 函数 ， 由 此 可 见 ; 

《7.14) ”任何 有 限 闲 区 间 fe, 候 都 是 不 可 数 的 ， 

作为 (7.14) 的 重要 推论 是 : 

(9.15) ”实数 系 R 是 不 可 数 的 . 

证 事实 二 ,如 果 民 可 数 , 则 由 (7.10)， 任 何 有 限 闭 区 间 将 为 
可 数 , 这 与 (7.14) 乞 质 , 了 
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如 果 以 1 表示 所 有 无 理 数组 成 的 集合 ， 则 因 民 ~ 1 UQG，@ 为 
可 数 集 , 所 以 由 (7 .1 四 及 (7.12) 丰 出 ,1 必然 是 一 个 不 可 数 集 ， 这 
说 明 ， 无 理 数 的 个 数 比 有 理 数 的 多 得 多 ， 现 在 令 和 A 下 示 记 有 ( 实 
的 ) 代 数 数 记 成 的 集合 ，T 表示 所 有 超越 数 记 成 的 集合 , 则 同样 因 
为 R=AUT, 而 A 为 可 数 , 岂 以 我 们 证 明了 下 面 的 有 趣 定 更: 
《7.16) ”超越 数 不 但 是 存在 的 ， 而 且 有 不 可 数 多 个 . 


4. 基数 或 势 ” 我 们 现在 把 有 限 集中 元 素 的 个 数 的 概念 推广 
到 一 般 集合 . 

.17) 定义 对 于 每 个 集合 4, 我们 给 它 一 个 记号 card4， 
使 得 当 而 且 只 当 集 合 B~ 和 4 时 , 才 有 

oard 4 一 oard B, 

那 末 ,card 4 就 叫做 集合 4 的 基数 或 势 ， 也 不 妨 叫 做 4 的 元 束 的 
个 数 . . 

如 果 有 限 集 4 与 NN 的 一 个 n 数 段 4(%) 一 往 , 2，3,…, 叶 等 
势 , 则 令 

oard A—card A(n) ~—%, 

又 空 集 的 基数 为 0，cardg 一 0. 

无 穷 集 的 基数 称 为 超 限 数 . 

无 穷 可 数 集 的 基数 记 作 No， 即 车 4~N, 则 

card A—card Nm No. 

7.18) 定义 设 44 与 召 为 任意 两 个 集合 ， 如 果 4 不 等 势 
于 妃 但 4 等 势 于 召 的 一 个 子 集 ， 则 称 4 的 基数 小 于 怠 的 基数 ， 
或 8 的 基数 大 于 4 的 基数 , 记 作 

oardA4<oardB 或 oard B>oard 4. 

我 们 知道 , 当 集合 4 等 势 于 集合 的 一 个 子 集 , 娜 怕 是 等 势 于 
旦 的 一 个 真子 集 的 时 候 ,也 并 不 排斥 4 与 8 等 势 。 例 如 ,试看 第 二 
3 。 


节 例 2 中 的 偶数 系 民 ,我 们 有 瑟 ~ 民 , 世 是 整数 系 卫 的 真子 集 ， 如 
果 

Yn EEZ, 令 GD 一 320 
则 显然 了 是 工 到 区 上 的 一 个 双 一 一 函数 ,因此 ~ 世 . 

当 4 等 势 于 甩 的 一 个 子 集 ,特别 地 , 当 和 4 是 如 的 一 个 子 集 的 
时 候 ,我 们 说 4 的 基数 小 于 或 等 于 如 的 基数 , 或 者 说 了 的 基数 大 于 
或 等 于 4 的 基数 , 记 作 

card A<cardB 或 card B>card 4 
这 样 一 来, 施 罗 德 - 伯 伦 斯 坦 定理 可 简 述 如 下 : 
Gard A<oard BA\oard Board A=> card 4 一 aard B. 
定理 (7. 勺 也 可 以 叙述 成 如 下 形式 : 
VY 集合 偶 (4,，B), oard A<card BVoard B<oard A; 
这 叫做 基数 或 势 的 可 比较 性 

我 们 可 以 证 明 : 

(7.19) 任何 一 个 无 穷 集 都 包含 卷 一 个 无 穷 可 数 子 集 . 

由 此 推出 ，Y 无 穷 集 Mz，te<ioard M， 换言之 ， 委 然 数 系 N 
的 基数 是 最 小 的 超 展 数 ， 

(7.20) 定义 单位 区 间 工 = [0, 力 的 基数 称 为 连续 统 的 势 ， 
并 用 黑体 字母 c 来 表示 ， 


card TC. 
我 们 知道 , oard 只 一 c， 容 易 证 明 ， 任 何 非 退 化 的 区 间 都 具有 
连续 统 的 势 ， 下 面 的 定理 对 于 决定 1 和 的 基数 是 有 用 的 . 
(7.21) 如 果 下 是 无穷 集 , 生 是 可 数 集 , 并 有 了 1n4= 多 则 
M~MUA. 
援引 CY.19) 不 难得 到 9 .对 ) 的 证 明 。 由 此 立即 看 出 : 
oardi 一 c，oarQT 一 C 
顺便 指出 , (7 .34) 包含 了 戴 德 金 -皮尔 斯 定理 的 必要 性 . 
3 


自 有 连续 统 的 势 的 还 有 下 列 集合 ，N", Rr" (nEN), R"; 由 此 
推出 , 当 
Ar~N (Bl, 2 0) 
B~R (b=l, 2 ,te) 


时 ， oana( 站 oard( 直 BB)-card( 站 BB 一 e。 


又 YE N, 令 
Js 一 (au be} an bo) 


则 ord( 1)-0 
特别 地 , {0, 革 " 具有 连续 统 的 势 ， 显 然 , go<e， 


是 否 有 集合 下, 其 基数 card 大 一 f 介 于 No 及 c 之 闻 ? 即 是 


否 3m3， 
No<m<c? 


这 个 问题 称 为 连续 统 问题 ， 集 合 论 的 创始 人 康 托 尔 (G. Cantor) 
曾 推测 不 存在 这 样 的 基数 mx。 这 就 是 集合 论 中 著名 的 “连续 统 假 
设 "， 自 康 托 尔 于 1878 年 提出 这 个 假设 后 , 八 十 多 年 间 , 经 过 不 少 
学 者 的 努力 , 既 无 人 证 明 , 也 无 人 推翻 这 个 假设 , 使 它 成 为 数学 中 
有 名 的 难题 之 一 ， 首 先 , 在 1940 年 ， 哥 德尔 (K. Gidel) 证 明了 连 
续 统 假设 的 和 谐 性 ， 即 在 < 集合 论 ? 的 公理 体系 中 加 入 连续 统 假设 
作为 公理 , 不 会 因此 引出 互相 矛盾 的 结果 柯 恒 人. 了 Cohen) 于 
1968 年 在 此 基础 上 , 最 后 解决 了 这 个 问题 :否定 连续 统 假设 的 集 
合 论 公理 体系 也 同样 是 和 谐 的 。 换 句 话说 , 连续 统 假设 独立 于 集 
合 纶 的 其 他 公理 , 也 就 是 说 , 它 不 是 其 他 公理 的 好 辑 推论 ， 目 前 很 
多 数学 上 的 研究 成 果 都 是 在 承认 选择 公理 和 连续 统 假设 的 前 握 下 
获得 的 , 并 且 这 样 的 工作 还 在 继续 开展 . 

很 自然 地 会 提出 这 样 的 问题 ， 连 续 统 的 势 e 是 否 就 是 最 大 的 
超 限 基数 ? 答案 是 否定 的 ， 事 实 上 ， 不 存在 最 大 的 超 限 数 .请 看 
sods 


下 面 的 定理 , 

(7.22) 定理 任何 集合 4 决 不 能 与 它 的 筹集 多 (4 等 势 . 

由 于 4 总 等 势 于 纪 (4) 的 一 个 子 集 ,因此 对 于 任何 集合 4, 根 
据 定理 (7 .32) ,我 们 总 有 

oard4<oard P(A), 
可 见 不 存 在 最 大 的 超 限 数 。 特 别 地 ,我 们 有 
oard BR)>C, 

在 第 三 节 例 8 中 我 们 证 明了 , 当 4 是 有 限 集 , 并 且 oard 4 一 % 

时 ， 


oard F(A) =2°. 
把 这 个 事实 推广 到 一 般 的 集合 , 于 是 有 下 面 的 “: 
(7.28) 定义 设 4 是 任意 的 集合 ， 令 card 4 一 a; 则 定义 
oard P(A) =2°, 
多 (4) 之 所 以 称 为 4 的 等 集 , 原因 就 在 这 里 . 
可 以 证 明 ;，c- 3%。 于 是 连续 统 假设 可 以 表述 为， 在 go 与 
2% 之 间 不 天 在 任何 基数 ， 
关于 基数 的 运算 及 序数 0 均 从 上 略 。 


习 题 


I. 设 和 .BO 都 是 全 集 名 的 子 集 ， 求 证 : 
1. DAcBE ANB-A; 2 AcBeAUB=-B. 
2. AN(B-O~BN (4M~(ANB) -0~(4NB)- (4nN0). 
3. B-A=B— (ANB). 
4. ANB=—p > ACYB. 
5. YA-DB)=BUYA. 
名 比如 说 , 可 参考 了. Hauador 企 , Mengenlehre, 张 良 义 、 颜 家 购 译 :< 集 论 >, 科学 
出 版 社 ， 1960 年 版 。 
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. Ax(BUO=(4xB UAxO, 
.AxX(BNO=(AxB NAXO. 
. SCA)N PB) =9(ANB). 
. BCA UGB CPAUB). 

11. 试 证 明 命 题 (5.6), (5.7)、(5.9)、(5.10)、(5.11) 分 、 人 .TI3) 及 
{5.14). 

III. 设 了 多 了 中 9 f: 了 -> 了 并 设 4、4A4、4s 是 筷 的 于 集 , BB1、 Bs 
是 了 的 子 集 ;又 设 


oN 


Yi€1, XCER;, VYVh€ER, TCY, 
求证 : 
.F(ANF1 BY) =FD NB. 
- DAcAy ?TAD EF AD; DFCA) -FAD CF ds — A1). 
f= FAP) = 
， 若 了 是 单 函 数 , 则 
DUA FAD FF AD); WFAA ~FAD =F ds A). 
5. DBicB = FU(BDC fF1B); Df (BIB fHBD— 
f"1(B2). 
6. 设 了 是 满 肖 数 ; 则 (4) CC 和 4), 于 忠 ， 
WFAN YT—F(A), HA—ZX—A. 
试 举例 说 明 当 f 不 是 满 函 数 时 , 可 能 既 有 
YA) F(A), 又 有 FFA FEF), 
7. FF Ner ZO = Lherfl¥ F). 
8. 1(Y fer 了 0) 一 Ler ?ACF). 
9. FU Y= eA YD. 
IV. 设 集 合 4# 狗 集合 C4， 令 4 上 的 函数 ps 定义 如 下 : 
VrEB, po(t) =1; YE A—B, pp 人 rz) 一 0. 
那 末 ,Ps 称 为 (定义 于 )4 上 关于 集合 吾 的 特征 函数 ， 设 以 CN(4) 表 示 4 上 
一 切 特 征 函数 组 成 的 集合 ， 求 证 
1. gtd) ~ORhCA), 从 而 card OhCA) > oard 4. 
2. 设 以 黑体 字母 了 表示 区 间 [0, 1] 上 所 有 实 什 函 数 所 成 集合 双 的 基 
数 ， 


Rov 


eard B=f; 


那 末了 大 于 连续 统 的 势 <:f> <. 
.对 于 任何 非 退 化 的 区 癌 I 包括 实数 系 R 在 内 ), 如 果 以 中 表示 了 

上 一 切实 值 函数 所 成 的 集合 , 则 

card Br=f. 
. 设 工 与 了 表示 任意 两 个 非 退 化 的 区 间 。 那 末 ， 
1) CD~ORKGD 2) card OAD =F. 
. 令 了 表示 任何 非 退 化 的 区 间 , 又 YiED 令 轧 二 {0, 1}; 那 末 
Ther Bi~ PR), 

从 而 card Tler B=2. 

~ f=2. 


第 一 章 拓扑 空间 


本 章 将 论述 拓扑 空间 、 拓 扑 的 基 与 亚 基 、 拓 扑 空间 到 拓扑 空间 
内 的 连 续 函 数 、 子 空间 、 积 空间 与 商 空间 ， 为 了 读者 便于 掌握 本 章 
的 内 容 起 见 , 我 们 先 从 特殊 的 拓扑 空间 一 一 度量 空间 入 手 , 并 最 后 
回 到 度量 空间 去 ， 论 述 等 价 度量 与 度量 积 以 及 一 维 欧 民 空间 的 一 
些 特殊 点 集 。 


一 ,度量 空间 


1. % 维 欧 几 里 得 空间 ”由 于 度量 空间 是 % 维 欧 几 里 得 空间 
(简称 % 维 欧 狼 空间 )R" 的 推广 , 我 们 就 先 来 定义 % 维 欧 氏 空间 
Rr 在 预 往 的 例 9 中 , 记号 R* 表示 所 有 实 的 “数组 

P= (0 tn), Y= Ws, Ya ~ Ys), 

2 一 (2 2 2 ， or 
所 成 的 集合 。 如 果 对 于 这 个 集合 的 任意 两 个 元 宕 4 与 YX 不必 不 
闻 ), 我 们 定义 

eT 

为 它们 之 间 的 距离 , 则 (R", 中 就 叫做 % 维 欧 氏 空间 ，Rr 的 每 个 元 
素 都 叫做 空间 (R" 吃 的 点 ,4 叫做 R* 上 的 欧 氏 度量 或 欧 氏 距离 函 
数 ， 2 维 欧 氏 空间 (R", 号 我 们 也 不 妨 就 简单 地 记 作 Rr". 

显而易见 ， 欧 氏 空 间 全 (也 可 以 写成 同 就 是 实 辆 或 实 ( 数 ) 直 
线 ， 欧 氏 空 间 Re 与 Rs 分 别 为 坐标 平面 与 坐标 空间 ， Ya EM @ 
是 外 xR" 上 的 实 值 函 教 ; 
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Ad:R" x 内 "一 > 站. 

我 们 有 有 : 

3 的 非 负 性 ，d(%, 纺 >0 

2” 和 便 等 定律 ，d(%, 急 一 0 会 2 一 纺 

3” 对 称 定律 : 4(%, 9) 一 2(y, 由; 

4 三 角形 不 等 式 : dd(%, 2 <d(%, 幼 二 dy 9 

根据 欧 氏 度量 的 定义 ,性 质 1°、2*、3° 的 真实 性 是 显而易见 
前 当 ms<8 时 ,三 角形 不 等 式 也 显然 成 立 ， 我 们 去 证 明 , 在 任意 
的 捕 维 欧 氏 空间 民 中 , 三 角形 不 等 式 总 成 立 。 

令 而 一 同一 和 名 一 太一 优 一 执 一 洛 . 于 是 外 一 w% 十 录 。 因 此 三 
角形 不 等 式 4° 就 是 不 等 式 


VE Sata. (DD 
但 这 不 是 别 的 ,正好 是 闵可夫 斯 基 (Minkowaki) 不 等 式 . 
为 了 证 阴 这 个 不 等 式 , 我 们 看 出 , 不等式 ( 办 与 下 面 的 不 等 式 


站 eero0"< 宫 + 访 w+2 A pS 


等 价 , 亦 即 与 不 等 式 

BB 多 
等 价 ， 当 言 wom<0 时 ,不 等 式 (他 显然 成 立 , 从 而 六 可 夫 斯 基 不 
等 式 成 立 , 当 密 wr>0 时 ,不 等 或 (与 不 等 式 

仿 w) < 宫室 ® 
等 价 ， 不 等 式 (2) 与 (8) 都 叫做 柯 西 - 许 瓦尔 获 (Oanohy-gobhwarz) 
不 等 式 、 独 下 的 是 去 证 明 不 等 式 (3) 成 立 . 

令 了 - 座 吕 WW- 窜 史 D0- 祷 ww 


e894. 


那 末 , 含 ss 的 二 次 型 
Vo+2U utW Sst wd)’ 


决 不 能 为 负 ， 因 此 系数 .DT、 刺 必须 满足 不 等 式 
VW-U>0. 
这 就 证 明了 不 等 式 (3), 从 而 三 角形 不 等 式 4 得 证 . 


2. 度量 空间 在 前 一 款 里 我 们 已 经 提 到 “度量 空间 ”是 % 维 
欧 氏 空间 的 推广 ， 因 此 ,很 自然 地 , 度量 空间 通常 定义 为 一 个 非 空 
集合 也 及 一 个 实 值 画 数 4: 卫 XxX 且 ~>R, 使 对 于 任意 的 zy2 GE 
条 件 1 一 4 都 满足 ， 于 此 条 件 1* 一 4° 称 为 度量 公理 下面 的 定 
义 告诉 我 们 , 只 须 对 三 角形 不 等 式 在 形式 上 咯 作 更 改 , 度量 公理 的 
个 数 可 以 大 为 前 碱 ， 为 了 入 免 行文 宛 凌 起见 ， 以 后 都 假定 集合 
天 由 

(L. 了 D 定义 设 尽 外 2… 是 集合 三 的 元 素 ( 它 们 不 必 两 两 要 
异 )、 如 果 存 在 著 函 数 G: 卫 x 也 一 RR, 满足 下 而 的 两 个 度量 公理 : 

了 1。 恒 竺 定律， 4(%, 四 一 0 一 

M2. 三 角形 不 等 式 , dl%, 2) <d(%, 9) +ad(z, 办; 
那 末 ,( 互 , 中 叫做 一 个 度量 空间 ,& 则 做 于 上 的 度量 或 距离 画 数 ， 
于 的 所 有 元 素 都 叫做 度量 空间 (了 对， 中 的 点 ，d(%, 幼 则 做 两 点 
与 9 之 问 的 距离 , 互 的 任何 子 集 都 叫做 空间 (也 , 中 的 点 集 . 

当 不 致 产生 误解 时 , 我 们 不 妨 把 度量 空间 (有, 四 简单 地 写成 
于 ,而 和 且 我 们 约定 

2€(X, DOVETX. 
我 们 去 证 明 ,对 于 一 个 固定 的 集合 下 及 函数 Gd: 卫 XR， 
公理 体系 1 一 4° 必 公理 体系 六 1 一 2. 
1° 一 4° 坊 M1 一 2 是 显而易见 的 .为 了 证 明 反 过 来 , MT 一 2 一 1 一 
0 。 


4°, 我 们 只 须 证 明 下 而 的 两 个 命题 在 公理 M1 一 2 之 下 为 真 : 

红 .2) Yo )€ 且 XK 有 ,总 有 9(%, 如 >0， 换 锯 话说 ,度量 
9 是 于 X 于 上 的 一 个 非 负 实 值 浮 数 , 

证 根据 M2, 我 们 有 

dls, 办 二 go 殷 +d(o WP —24(%, 从 
但 是 根据 M1，d(z， zw) 一 0、 因 此， 
ed, D> 0. 1 
全 .8) ”对称 定律 成 立 ，d(z, 9) =d(y, 2)、 
证 由 M2 推出 
Go W) <als, 2) Tdy, 办。 

由 此 ,根据 Mt, 我 们 得 到 


Go YW) SAd(y, 由. (9 
同 理 , 由 
dly, sedly, YW tals, 食 
及 dly, WD) =0, 
推出 dly, osd(c Y). (5) 
从 人 与 全 ) 立 即 得 到 


ds, WD ~aly, »), 1 
三 角形 不 等 式 4° 是 公理 M2 及 命题 (1.3) 的 直接 推论 ; 
(1.4) 对 于 ( 卫 , 田中 的 任意 三 个 点 zx.y.z (不 必 两 两 相 异 )， 
总 有 


dw, 2 dy, YW FAYy, 2). 


由 此 可 见 , 公理 体系 1° 一 4° 与 公理 体系 MI 一 2 等 价 . 
例 1 款 1 中 定义 的 w 维 欧 氏 空间 (R% 中， 对 于 每 个 固定 的 
自然 数 n 都 是 一 个 度量 空间 ， 
例 2 对 于 任意 给 定 的 一 个 自然 数 % 我 们 可 以 定义 距离 函数 
LT。 


:xR>R* 如 下 
0 (=), 


lo, 2 下 (vo). 


公理 MT 一 2 显然 适合 , 于 是 得 到 一 个 度量 空间 (Re%， do), 它 不 同 于 
部 维 欧 氏 空间 (R" qa). 

一 般 说 来 , 对 于 任意 的 集合 他 ,以 及 任意 的 (%, 肋 E 羡 X 袜 ， 
定义 do(z, 四 如 上 面 的 例 2, 于 是 得 到 一 个 度量 空间 ( 子 , io)， 称 
为 离散 度量 空间 , do 称 为 子 上 的 离散 度量 . 

按照 上 面 的 定义 ，Y%w， 例 2 中 的 度量 空间 (R"， do) 都 是 离散 
的 . 

例 8 Y(z 四 ERXRs, 令 

ls, YW) =max|o |. 
如 此 , 便 等 定律 MI 显然 满足 设 
| 加 一 %| ~ max mal, 
则 而 (wv 一 | 一 各 | 所 [3 一 后 | 十 |%% 一 | 
dy, + 用. 
因此 ,三 角形 不 等 式 M2 也 满足 ， 所 以 Yn, (R", 抽 ) 痢 是 一 个 度量 
空间 . 
例 和 YnEN, 当 (zw, DE RXR 时 , 令 
CAC 2 
则 恒 等 定 律 MI 显然 成 立 ， 又 由 
{om 一 各 | 所 |m 一 | 十 | 一 |， 
立即 推出 。 祝 |m-a|< 容 Im 一 |+ 语 [4 一 |. 
所 以 三 角形 不 等 式 M3 也 成 立 ; 
hl, 2) da(%, YW) + YW). 
可 见 (R", @5) 也 是 一 个 度量 空间 ，。 
+ 


由 以 上 四 个 例子 看 出 ， 对 于 -一 个 给 定 的 nm， 基 于 同一 个 集合 
X=R', 我 们 由 于 度量 选择 的 不 同 ， 得 到 四 个 斑 不 相同 的 度量 空 
间 : 

(B®, DRR', d), i=0, 1, 2. 

例 6 令 

X=0(Lo, BD)={Ff: 0, 本 RI 在 [a, 如 上 连续 }， 
并 且 对 于 任意 的 fg ECK[s, 中 ), 令 


af, D = FD 9) Nam, 

当 了 =g 时 ,显然 4(f, 9) 一 0 反之 ,车 fg, 则 由 | 了 (2) 一 go) | 
的 连续 性 看 出 , 必 有 非 退 化 的 区 间 J [w 5] 使 得 If(e) -go 
在 J 上 大 于 零 ,从 而 

acf, Df L860) -90 lds], -glan>o， 
因此 恒 等 定 律 MT 满足 ， 三 角形 不 等 式 M2 直接 由 下 面 的 不 等 式 
推出 ; . 

{Ff0) A ] < gO + ho) -gC 

因此 , (CC[g, 可 )， 乓 是 一 个 度量 空间 ， 在 这 里 ， 我 们 给 出 了 一 个 
函数 空间 的 例子 . 

例 8 希 尔 伯 特 (Hilberb) 空 间 令 


"一 to {m} ER"| 六 二 收 级 }. 
Yh EN 大 风 可 天 其 基 不 和 式 
人 说 -ao 下 < +[ 窜 (~ 四 
看 由 , 当 = few) Ey {yn} EH* 时 , 必 有 有 fm, 一 yr} 如 亦 
邑 级 数 六 多 一 扩 ) 收 人 敏 ， 令 


2 。 


< 到 

ae 殷 -[ 习 人- 四] ， 

如 此 , 显然 公理 MI 满足 ， 令 2 一 {}E 五 <，YnE N, 由 闵可夫 斯 

基 不 等 式 ,我 们 有 

信 人 -人 ] - 轧 {m9 + -DP] 

1 1 

<[ 祝 @- 罗 ] + 车-o. 

因此 , 取 极 限 , 我 们 有 
Co 2 de, WD Fdls, 切 ， 

这 样 一 来 , 公理 M2 也 满足 ， 所 以 ( 吾 ”, 外 是 一 个 度量 空间 , 称 为 

项 尔 伯 特 空间 , 它 也 可 以 简单 地 用 记号 瑟 " 来 玫 示 . 


二 、 瞩 年 空 间 的 开 集 .度量 子 空间 


1. 开 球 * 收 化 点 列 为 了 定义 度量 空间 (了 , 只) 的 “ 开 集 ”, 我 
们 首先 给 出 “ 开 球 的 定义 如 下 : 

(2.1) 定义 设 4 是 度量 空间 ( 室 , 田中 的 任意 一 点 ,3 是 任 
意 给 定 的 正 实数 . 令 

Bla, ~ {wv ETIde, 0) <H}. 
那 末 , B(e，8) 叫做 度量 空间 (一 中 中 以 4 为 中 心 、 5 为 半径 的 开 
球 或 球形 邻 域 , 开 球 B(4, 中 又 叫做 (屯田 中 点 “的 5- 邻 域 ,车 
将 Ba, 全 中 的 86>0 换 成 >>0, 则 所 得 开 球 B(&，s) 称 为 点 4@ 的 
3- 邻 域 . 

例 ” 当天 = 民 财 ,Bl(%, 四 一 Je 4+6[ . 当 玉 一时， 
Ba, 5) 是 坐标 平面 上 以 4 为 中 心 .8 为 半径 的 国 的 内 部 区 域 , 即 开 
圆 ， 当 三 = 氏 时 , B(w 6) 是 三 维 欧 氏 空 间 中 以 4 为 中 心 、5 为 半 

Ald» 


径 的 开 球 ， 以 上 所 涉及 的 度量 当然 都 是 殉 氏 度量 . 

例 8 试看 度量 空间 (Rd) ， 于 此 为 例 8 中 所 定义 的 度 
量 .不 难看 出 , 空间 (R?, 中) 中 的 开 球 Ble, 8) 在 坐标 平面 上 的 图 
形 是 以 点 “为 心 、 边 长 为 38 的 正方 形 的 内 部 区 域 , 这 个 正方 形 的 
边 平行 于 坐标 的 两 个 轴 ， 

例 9 在 离散 度量 空间 ( 开 ，Go) 中 , 当 8<1 时 ， 

Bla, 5) = {0}, 
而 当 8> 工 时 ， 
Bla, 6) =. 

我 们 很 容易 把 收敛 数列 的 概念 推广 到 一 个 随意 的 度量 空间 
(于, 中 中 去 . 

(2.2) 定义 度量 空间 ( 互 , 四 中 的 点 列 

{a} 收 合 全 DaEZX3:YVa>0, 3NEN3、 
Yn>N, d{a, an) <e. 
此 时 点 4 称 为 点 列 {ewj 的 一 个 极限 ， 当 点 列 {oo} 以 4 为 极限 时 ， 
我 们 记 作 
lima,=a,. 
此 时 我 们 又 说 ， 点 列 {od} 收 伊 于 a，lim am 也 简 记 作 
Hmar a 或 lim on 一 ac. 
在 下 面 , 度 呈 空间 ( 子 , 中 ) 将 简写 成 羡 ， 显而易见 : 
(2.3) lm mr Ye>0, INI3n>NSo E Ba, a). 


人 .4 和) 度量 空间 并 中 的 每 个 收敛 序 列 都 只 有 唯一 的 一 个 极 


展 
证 设 五 中 的 序列 {ow} 收敛 于 两 个 不 同 的 极限 4 与 a 


7 


limo=e, lime=a, GF 
Pee Ee 


“45. 


则 出 MI 及 人 .2 推出 ，d (a, 4)>0， 令 s 一 村 4 (a, 只， 因为 
lim mw 一 记 以 由 (2.8) 看 出 ，B(a, 时 包含 几乎 所有 的 os。 但 由 


M2 看 出 ,BCa, 8) NB(o's) ~ 于 是 (a5) 最 多 只 能 包含 有 
腿 多 个 a， 这 与 im o,f 铸 盾 、 3 


由 度量 空间 了 中 球形 邻 域 的 定义 可 知 ， 对 于 每 个 3>0， 空 
闻 至 的 每 个 点 都 有 一 个 球形 邻 域 B(o, 8)， 而 且 B(&, 3) 包 含 
点 & 我 们 进 面 证明 下 面 的 

(2.)， 定理 设 41,02EX, >0, 65>0. 

4€Bla, 5) NB(as, 2) 38>03. 
BC HC Bu 80N Blas, 08). 
证 令 si=6 一 dla a), 8 一 min(ay ss)、 于是， 
ZE Bo Hdlo, o) <H<e=d -do, o), C=1, 2) 
Adm, zz) Co 四 二 Ce 2) himl, 
DoE Be, 8) NBlas, 3) 了 

在 定理 (23. 忠 中 ， 我 们 并 不 排斥 四 一 aa， 也 不 排斥 尾 一 cs 人 
入 一 3， 由 此 可 见 : 

(2.6) 系 设 了 Ce 53) 为 度量 空间 芝 的 任意 开 球 、 那 末 ， 

EB(o, A365,>03.B(s, 8) CB, 0). 

(2.7) 定义 设 世 是 度量 空间 互 的 一 个 点 集 ， 如 果 对 于 每 
个 点 2 ED, 总 356.>>03 .Bl%, 3) 己 可 , 那 末 ,这 就 叫做 度量 空间 
了 的 一 个 开 集 。 这 时 , 我们 也 说 , 点 集 开 于 了 中 . 

由 (2.6) 和 定义 (2.7) 我 们 看 出 ,度量 空间 革 . 中 的 任何 开 球 
Be 站 都 是 空间 子 的 开 集 . 

(2.8) 定理 度量 空间 芳 的 开 集 具有 下 烈性 质 , 

1 空 集 8 是 空间 了 的 开 集 ; 

2。 点 集 芝 是 空间 邓 的 开 集 ; 
sd6。 


3” 空间 三 的 任意 沽 个 开 集 的 交集 是 空间 XZ 的 开 集 . 

4° 空间 总 中 任意 开 集 族 {Dd ier 的 并 集 Ler U4 是 空间 了 
的 开 集 . 

证 人 性质 ?3" 与 4 是 显而易见 的 .性 质 1° 也 可 以 直接 由 开 
集 的 定义 (2.7) 推 出 。、 事 实 上 , 如 果 空 集 不 是 下 集 ， 则 必 有 一 点 
o€6, 使 对 于 任意 的 3>0, 总 有 B(4, 8) 舌 多 这 与 空 集 的 定义 矛 
慎 . 

为 了 证 明 性 质 3", 设 Z 及 J 为 空间 互 的 开 集 ， 并 设 为 交 
集 DNV 中 随意 一 点 。 那 末 , 必 有 

Si>0 及 5>0， st23(e BDCU, Bla, 3)CF. 
于 是 根据 定理 (2.5), 习 8>03。 
Bla, HC Bla, 8) NN Blo, YEUNT. 
因此 ,根据 定义 (2.7), UNV 是 空间 对 的 开 集 . 了 

应 用 数学 归纳 法 我 们 容易 证 明 ， 

(2.9) 实则 也 的 任意 有 限 个 开 集 的 交集 开 于 工 中 、. 

例 10 离散 度 术 空间 ( 开 , 如 ) 的 任何 点 集 孝 基 空间 (了 do) 
的 开 集 ， 事实 上 , 从 便 9 看 出 , 空间 ( 字 ,g) 的 任何 单元 点 集 { 都 
是 空间 { 克 ,tm) 的 开 集 -于是 根据 定理 (2.8) 中 的 性 磺 各 ,可 知 空 
间 ( 且 , 0) 的 任何 点 集 邦 是 开 集 . 

例 认 在 实 直线 Re 中 ,显然 每 个 开 区 间 都 开 于 全 中 。 但 当 
a<b 时 , 半 开 区 间 [a, 5L 不 是 民 揭 开 锯 ,因为 

V5>D Bo 人 = 1 一 3 ca Fra, 并 
司 理 , 闭 区 闻 fe, 刀 也 不 是 氏 的 开 集 . 

(2.10) 定义 设 5< 是 度量 空间 马 的 一 个 点 ,We 是 叉 的 一 

个 点 集 、 如果 


38>03.BG, CN,, 
那 未 , We。 就 叫做 空间 于 中 点 4 的 一 个 邻 域 . 


+ 


由 此 可 见 , 点 “的 任何 邻 域 W。 必 须 包 售 点 caEWa 另 一 
方面, 包含 点 4 的 任何 开 集 , 特别 地 , 以 a 为 中 心 的 任何 开 球 ,都 是 
点 上 的 邻 域 , 这 样 的 邻 域 称 为 空间 了 中 点 < 的 开 邻 碌 ， 但 是 ， 点 
a 的 邻 域 可 以 不 必 是 空间 下 的 开 集 ， 例 如 在 例 中 已 指出 ， 闭 
区 间 [e 一 3 c+ 人 不 是 实 直线 色 的 开 集 ， 但 却 是 民 中 点 4 的 令 
域 ; 这 是 因为 

Bla, HH ~ ]c 一 5 ot[ Cle—é, ot+0]. 

从 定义 (2.7)、 定 义 (2.10) 及 命题 (2.3) 我 们 立即 得 到 下 面 的 
两 个 命题: 

(2.11) 点 集 林 开 于 度量 窑 间 了 中 心 Ya EU, 3Ns33: 

(2.12) lima,—a > YN,, INEN, I .n>N=> an € No. 

关于 闭 集 、 闭 包 以 及 其 他 的 基本 “拓扑 概念 ”将 留待 下 一 节 中 
去 讨论 . 


2. 度量 于 空间 设 4 是 度量 空间 (ZX, 可 的 一 个 非 空 点 集 . 
由 定义 (0.4.10)、(0.4.11) 及 (0.4.165) 立 即 姥 出 , 函数 8 在 4xA 
上 的 限制 dj4x4 是 4x4 到 闷 x 开 内 的 内 射 耳 数 # 与 函数 吕 
的 复合 函数 ，d|4x4= at 4x4 上 的 实 值 函 教 48 显然 满足 公 
理 M1 与 MX3， 因 此 , (4, 9 引 是 一 个 度量 空间 . 

(2.18) 定义 、 度 景 空间 (4, 2 从 叫做 度量 空间 (6) 的 一 
个 度量 于 空间 ,或 简称 为 (了 ,d) 的 一 个 于 空间 ; (下 ,0) 叫 做 (4, 4 

正如 可 将 度量 空间 (X, 中 简写 成 芝 一 样 ， 它 的 任何 子 空间 
《4, 9g 和 也 可 以 简写 成 4， 并且 4 上 的 度量 di 也 不 妨 简写 成 以 

(2.14) 定理 设 和 4 是 度 录 空间 莹 的 一 个 子 空间 ， 和 4 的 子 
集 Q 相对 地 开 于 4 中 仿 3 可 开 于 下 中 沪 
.48. 


G=ANU. (8) 
证 易 知 子 空间 和 4 中 以 它 的 一 点 & 为 中 心 ,8>0 为 半 色 的 开 
球 B4(e, 9) 一 4 站 Bla, 站 ,这 里 (a, 加 是 空间 各 中 的 开 球 . 
设 人 邓 相对 地 开 于 子 空间 4 中 .由 和 定义 人 (3.7 可知， 对 于 任意 
的 一 点 2E 人 f 习 3s>0，3.B4(o 5)CG， 由 此 ， 并 鉴于 2E 
Bulw, 8o) ,可 见 


GL joea Bials, Bo). 
因为 Bale, 0) = ANB(s, 6,), 
房 以 根据 (0.5.9)， 
G= AN (Usee Bls, 8)). 
邻 林 =Lsee BCw, 8:)， 由 于 所 有 的 BCw, 8.) 都 开 于 访 中 ， 根 据 
定理 (2.8) 中 的 和, 可 见 可 是 空间 下 的 开 集 ,并 且 (6) 式 成 立 . 
反之 , 设 GC4,， 且 3 子 的 开 集 口 使 得 {6) 式 成 立 、 任 取 一 
点 4E G, 则 a ET 因为 了 是 空间 下 的 开 集 , 所 以 习 8>0, gt 
Be, 8) CCU， 由 此 可 见 ， 
Bala, B=AN Bla, CANU-G. 
男 此, 根据 定义 (3.7)，G 相对 地 开 于 4 中 . 】 
由 此 可 见 , 子 空 间 的 开 集 不 必 也 大 母 空间 的 开 集 . 
例 塘 在 一 维 欧 氏 空间 民 中 ,考虑 子 空间 4 一 [a, B[ ,0<B 
见 见 点 集 4 相对 地 开 于 子 空间 4 中 ,但 它 不 是 民 的 开 集 . 
下 面 的 命 通 是 定理 (2.14) 的 直接 推论 . 
(2.15) 系 要 使 子 空间 4 的 每 个 开 集 也 同时 是 母 实 间 芝 
的 开 集 ， 必 要 而 且 充 分 的 是 ， 点 集 4 开 于 空间 工 中 、 


三 、 拓 扑 空间 拓扑 的 基 与 亚 基 


从 本 章 的 第 一 节 我 们 看 出 ， 度 量 空间 概括 了 相当 广泛 的 一 类 
329。 


空间 ， 因 而 它 的 应 用 也 是 广泛 的 ， 然而 度量 空间 却 不 能 包括 象 射 
影 空间 等 这 类 空间 , 因为 它们 中 的 两 点 之 问 的 距离 无 定义 ， 梭 此， 
把 度量 空间 的 概念 加 以 推广 是 完全 必要 的 ， 在 推广 后 所 得 的 空间 
中 ,我 们 要 求 能 定义 序列 的 收敛 性 和 函数 的 连续 性 , 而 它们 又 必须 
是 < 数学 分 析 > 中 相应 概念 的 推广 这样 , 我 们 就 得 到 “拓扑 空间 ” 
的 概念 

有 若干 彼此 等 价 的 肇 蓝 “ 折 扑 空间 "的 公理 体系 可 供 我 们 选 
择 , 于 其 中 我 们 选择 了 将 在 下 面 提 到 的 一 组 “ 开 集 公理 ”并 以 前 一 
节 的 内 容 ， 特 别 是 以 定理 (2.8) 中 1° 一 4° 这 四 个 开 集 的 性 质 的 引 
入 为 先导 ， 使 对 这 组 “ 开 集 公理 ”的 选择 应 当 不 致 引起 读者 感到 突 
然 和 不 易 理 媚 ， 


1. 开 集 公理 设 7 是 集合 了 的 某 些 子 梨 组 成 的 一 个 类 ,使 
得 下 面 的 两 个 公理 满 尾 ， 

T1， 属于 多 的 集合 的 任何 有 限 交 属于 

T2， 属于 .7 的 集合 的 任意 并 属于 .7 
那 末 , 多 就 下 做 卫 上 的 一 个 拓扑 ，( 卫 ,7 ) 吕 做 一 个 拓 补 空间 ; 
了 的 每 个 元 素 都 叫 向 闫 站 空间 (了 X，F) 的 一 个 开 集 , 或 说 它 开 于 
扣 扑 空间 ( 卫 ， 中 ,或 说 它 关于 拓扑 是 开 的 ,这 时 集合 们 的 
每 个 元 素 都 叫做 拓扑 空间 ( 工 ， .9 ) 的 一 个 点 ， 开 的 每 个 子 案 都 叫 
做 拓扑 空间 (并 ，. ) 的 一 个 点 集 , 公理 了 了 1 与 2 称 为 开 集 公理 . 

当 记 涉 及 的 只 有 年 上 的 一 个 拓扑 9， 因而 不 至 产生 寓 清 时 ， 
我 们 也 可 以 把 区 称 为 一 个 拓扑 空间 或 空间 . 

由 上 记述, 开 入 公理 人 1 与 中 2 可 以 重新 表述 如 下 

1 拓扑 安 间 (ZX, 的 开 入 的 任何 有 限 交 仍然 是 裤 间 
(区 乞 ) 的 开 集 . 

2。 拓扑 宅 间 (XZ, ) 的 任何 开 集 族 的 并 祭 都 是 空间 

。50 。 


3,7) 移 开 入 

(8.D 对 于 任何 拓扑 空间 (2 )， 守 所 介 与 点 集 工 者 是 
乍 间 (2 ) 的 开 入 ， 

证 “到 拓 扑 中 元 素 的 宣 族 fyes， 根 据 (0.5. 梧 ,我们 有 
Uies Di 站 es D4 一下， 于 是 由 公理 T1 与 2 看 出 ,下 E 7， 
gE2 1 | 

设 (并 ,gd) 为 任 一 度量 空间 ,9 是 它 的 所 有 开 集 组 成 的 类 ; 则 
由 .9 及 定理 (2.8) 中 的 性 质 4e 看 出 ,4 是 书 上 的 一 个 拓扑， 

《3.3) ”定义 对 于 任意 的 度量 空间 (Z, 的 ， 如 上 所 得 前 下 


莫 化 成 一 个 拓扑 空间 (, 2)， 反 之 , 设 ( 王 ,7 ) 为 任意 给 定 的 
一 个 拓扑 空间 ; 如 果 存 在 着 了 上 的 一 个 度量 4， 使 得 由 4 所 导致 
的 拓扑 Fs 与 已 知 拓扑 相同 ，F4 一 ， 闭 末 ， 拓扑 空间 
(X, 儿 ) 就 称 为 可 度量 化 . 

在 本 章 开头 处 我 们 兽 读 到 度量 空间 是 特殊 的 拓扑 空间 ， 就 指 
的 是 凡是 度量 空间 ( 王 , 国都 可 以 转化 成 拓扑 空间 ( 写 ， .4), 其 中 
的 拓扑 .9 为 度量 也 所 导致. 

特别 地 ,任何 nm 维 欧 氏 空间 Re" 都 是 一 个 拓扑 裤 间 ， 其 中 的 拓 
扑 为 维 欧 氏 谨 量 所 导致 , 称 之 为 吧 上 的 自然 拓扑 或 欧 找 拓 站 . 

函数 空间 OTa, 杂 ) 及 希 尔 伯 特 空间 五 * 都 可 转化 成 拓 扑 空 
间 , 或 者 说 , 它们 都 是 拓扑 空间 . 

例 18， 对 于 任意 的 集合 了 它 的 千 集 多 ( 瑟 ) 显 然 是 了 上 的 
一 个 拓扑 ， 称 为 上 的 离散 拓扑 ， 拓 扑 空间 (了, F()) 称 为 
离散 空间 ， 子 是 离散 空间 的 每 个 点 集 都 是 开 梨 ， 令 .9 便 , 三}， 
党 ,71 显然 也 是 全 上 的 一 个 拓扑 ， 于 是 对 于 同一 个 梨 合 郊 ， 
我 们 得 到 两 个 拓扑 空间 (下 ，G( 琶 )) 与 ( 开 , FD 当 不 是 单 
元 集 时 , 这 两 个 空间 显然 不 同 

让 


例 吉 仿 

ZX-{0, 甘 ， 2 人 和 {0}. 
显然 7 是 工 上 的 一 个 拓扑 、 拓扑 空 间 ( 工 ， 7) 称 为 西 尔 宾 斯 
基 (W Sierpliisit) 空间 ， 如 果 令 

人 ZE 有 {HD}, 

则 得 另 一 个 西 尔 窒 斯 大空 间 ( 工 , 9。)， 我 们 看 出 ， 从 同一 集合 
一 人 0, 寺 , 我 们 可 以 攀 作 四 个 拓扑: 

P(E), Ts, Tr hI, X}. 

七 分 明显 ， 任 何 离散 度 基 空 间 (区 ,da) 所 转化 的 拓扑 空间 
(了 ,za 是 一 个 离散 拓扑 空间 ( 革 ， (XZ))，Is= 儿 (ZX), 反 
之 ,任何 离散 拓扑 空间 ( 瑟 ， 纪 ( 工 )) 都 可 以 用 工 上 的 度量 邮 庆 和 量 
化 (@ 的 定义 见 例 引 ， 

(8.8) 定义 如 果 拓扑 空间 ( 工 , ) 的 点 集 工 是 有 限 集 ， 
则 空间 (六 ) 称 为 有 限 的 , 否则 空间 (Z，7) 称 为 无 穷 的 , 

(8. 和 ”定理 ”有限 拓扑 空间 ( 工 ，) 可 大 晤 化 的 必要 面 且 
充分 的 条 件 是 ， 空 间 (X， :7 ) 是 离散 的 . 

证 “充分 性 为 已 知 , 所 以 只 须 证 明 条 件 的 必要 性 . 设 工 由 nm 
个 点 所 组 成 


= {tm, wa, tn}, 
并 设 了 上 存在 度量 马 使 得 由 台所 导致 的 拓扑 .9 as= 9. 令 
s—min d(m, ao， 


那 末 , 显而易见 ，s>>0， 并 且 对 于 每 个 不 大 于 m 的 自然 数 名 开 球 
了 (oo 8) 为 单元 集 {2}。B(m, 8) ~ {my}。 这 是 因为 ， 当 自然 数 
上 bn, 时 ,Gd (my vx) >8, 从 而 vr 生 B(m， a)， 由 此 可 见 ， 每 个 
单元 集 foy 都 是 度量 空间 ( 子 , 中 的 开 集 ， 因 此 根据 定理 (2.8)， 
3a=2(Z), 亦 即 9 下 (). 卫 

2 


由 定理 (8. 多 看 出 ， 当 下 -~ 也 , 匡 时 ， 西 尔 宾 斯 基 空 间 
(3 乡 9) 及 ( 忌 ， 了 国都 不 可 以 度量 化 . 

当空 间 ( 字 ，: ) 为 无 穷 时 , 空间 (全, ) 可 度量 化 的 问题 诸 
比 空间 为 有 限 的 情形 复杂 得 多 。 这 留待 以 后 讨论 ， 

例 巧 我 们 现在 去 举例 说 明 ， 开 集 的 无 穷 交 不 一 定 是 开 集 . 
首先 在 实 直线 民 中 , 任何 单元 集 都 不 是 开 集 ， 事 实 上 , 设 <e Re 
则 对 于 任何 

6>0, Ja—é, at+6[FE {2}, 
设 s 表 示 任 意 的 自然 数 ; 则 见 


slo- 高 “+ 二 [~ 亿 : 


这 说 明 在 育 中 ,所 有 有 开 集 16 一 去， 二 邯 [” 甸 = 也 % “的 交集 
不 是 开 集 . 


2 拓扑 的 基 与 亚 基 从 度量 空间 (区 ,办 的 开 集 的 定义 人 2.7) 
看 出 ,空间 (下 ,中 的 每 个 开 集 都 由 开 球 记 确 定 。 事实 上 ， 任 何 开 
集 都 可 以 表示 成 一 族 开 球 的 并 集 ， 从 而 构造 出 由 度量 所 导致 的 
拓扑 Ga。 把 这 个 事实 予以 推广 ,我 们 就 得 到 拓扑 的 基 的 概念. 

(3. 且 ”定义 设 乡 是 集合 并 上 的 一 个 拓扑 ,多 C 多. 如果 

YUE 9 3 一 个 乡 的 元 素 族 {7 .D0 一 aV。， 
屠 末 ， 多 就 叫做 括 扑 .7 或 拓扑 空间 ( 卫 , 儿 ) 的 一 个 基 ， 设 
多" 3 如 果 绍 * 中 元 素 的 所 有 有 限 交 组 成 折 扑 7 的 一 个 基 ， 
那 末 , "就 叫做 拓扑 或 拓扑 宰 间 ( 工 ,) 的 一 个 亚 基 @. 

@@ subbase 一 词 除 译 成 亚 基 外 , 也 有 译 成 子 基 的 .不 过 依 本 书 作者 的 意见 ,“ 子 基 ” 
这 一 译名 值得 商 梭 . 因为 子 认 是 集 ， 子 空间 是 空间 ， 子 群 是 群 , 于 是 容易 使 人 连 起 到 子 


基 也 是 拓扑 的 基 。 但 其 实则 不 尽 然 。 所 以 除 亚 基 这 一 译名 外 ， 销 需 另 译 , 则 不 如 译 成 
人 


。 


显然 当 穷 * 一 乡 时 , 相应 的 光一 切 总 

由 此 可 见 ,度量 空间 ( 子 , 吃 中 一 切 开 球 所 组 成 的 集合 多 是 由 
度量 所 导致 的 拓扑 .9 的 一 个 基 . 

(3.6) 定理 设 (Z, 9) 是 一 个 拓扑 空间 , 并 设 绍 三 也 . 轨 
为 拓扑 的 一 个 类 YUEF 作 YEU,3WEB3wEWsCU, 

证 之 .如 果 芝 一 钞 则 条 件 当然 成 立 . 设 U+ 多 wEU， 由 

于 有 罗 是 .9 的 基 , 因而 

AI{V oaes, stYaE4 VoE BAU =\ es Va. 
因为 ED, 所 以 3zocE 4 stwEVa 令 玉 .一 Vas 则 WE€D， 
Bs€EWeCU. 

夺 ， 显然 此 时 YUE ,DU 一 Lev Ws WsE 穷 所 以 乡 是 
拓扑 了 的 一 个 基 . 了 

(8.7) 定理 设 多 GC 儿 (ZX), = jveaD, 

习 集 全 下 上 的 一 个 拓扑 ,4 当 是 7 的 一 个 蒜 仿 
YUEB, VEBNIEUNV, AW EBD, a. tb 
EWCUNY. 

证 一. 任 取 UE 皆 了 ECE 皆 因为 UNTV 是 关于 拓扑 的 
开 集 ,及 是 的 一 个 基 ， 所 以 从 定理 (3.6) 看 出 ，Yw EU NV 
3WEB, s.t.w EWCUNT. 

对 . 令 了 为 绍 中 元 素 所 有 的 并 集 组 成 的 集合 。 显 然 中 
任意 一 族 元 素 的 并 集 , 仍 为 络 中 元 素 的 并 集 ， 因 此 这 个 并 集 必须 
属于 夕 ， 现 在 去 证 明 , 当 UEF, VE 少时 ,UNVE IF， 和 如果 
UNy7=$ 则 因 空 集 为 络 中 元 素 的 空 族 的 并 , 因此 , U NVEF. 
设 UNV% 多 并 设 z 为 In 的 任意 元 素 . 因为 与 六 都 是 绍 
中 元 素 的 并 集 , 所 以 

Uo EB, Vo EB gt. EUo CUNs EVoCT. 
由 于 条 件 满足 , 因此 必 有 
4. 


We EB, st ooEsCionyFocrn 亚 
也 此 可 见 ， 
UNV ~ evnr Ws, Ws € GD. 
这 证 明了 UE€EFINVET HFUNVET. 
又 角 中 元 素 的 室 族 的 交 为 互 , 而 依 假设 互 =Ljres DE.9 。 于 是 
由 数学 归纳 法 @ 可 知 ，.9 中 元 素 的 任何 有 限 交 属于 多。 由 此 可 
见 ,9 是 互 上 的 一 个 拓扑 ,而 罗 是 它 的 一 个 基 . 卫 

(3.8) 定理 设 久 (XZ)， 那 末 , 集 合 上 有 一 个 拓扑 
了 以 为 亚 基 . 

证 令 缘 表示 .中 元 素 的 一 切 有 限 交 所 组 成 的 集合 ,由 
于 8 中 元 素 的 空 族 的 交 为 互 , 因而 互 E 角 有 屏 然 用 中 任意 两 元 
素 的 交集 仍 为 9 中 元 素 的 一 个 有 限 交 ， 可 见 坟 中 任意 两 个 元 素 
的 交集 必定 属于 多 . 于 是 由 定理 (3.1 中 末 件 的 充分 性 看 出 , 上 
有 一 个 拓扑 多 以 及 为 它 的 一 个 基 , 因此 , .9 是 它 的 亚 基 . 了 

(3.9) 定义 定理 (3.8) 中 的 拓扑 多 称 为 由 集合 类 多 所 
生成， 

容易 大 出 , 互 上 的 一 个 拓扑 .9 的 每 个 基 同 时 也 是 它 的 亚 基 
但 反之 则 不 然 , 这 从 定理 (3.8) 就 可 以 看 典 , 因为 在 证 明 中 我 们 所 
构造 的 拓扑 8 的 基 纱 一般 应 包含 9 作为 它 的 真子 集 ， 而 且 鹏 
中 的 元 素 也 不 必 是 9 中 元 素 的 并 集 . 

例 16 令 

并 一 车 2 3 和 加， I 一 {全 ,信和 外 ,了 2, 司 , {4 辐 }. 
那 末 , 定理 (3.8) 证 明 中 疡 构造 的 绍 应 该 是 由 下 列 元 素 所 组 成 : 

多 -他 工 过 他, 他, 他 对 , 了 2, 里, 亿 内}. 

我 们 看 出 , 缘 的 元 素 人 2} 生 ， 而 且 也 不 是 .9 中 元 素 的 并 集 ， 由 
乡 所 生成 的 拓扑 .9 应 该 包含 容 的 所 有 元 素 ， 同 时 应 该 包含 及 
0@ 在 这 里 归纳 法 由 n=0 开始 , 即 由 集合 宅 族 的 交 江 始 - 

。 笨 。 


中 元 素 的 所 有 并 集 ,而 不 包含 其 他 ”现在 把 .9 的 一 切 元 素 开 列 如 
下 : 
销 互生 全， 重 ， 介 3, 但 , 时 ，{ 本 ， 
{ 纯 引 刀 2, 结 , 刁 , 4, 刁 ， 入, 对 ,全 冉 ， 
{2, 3 5}, {2, 8, 4, 相 , {2, 4, 司 ,{ 2 3, 羽 ， 
tl, 2 机 屿 . 
(3.10) 定义 设 了 与 9" 是 集合 也 上 的 两 个 拓扑 。 如 果 
了 Cc 了， 那 末 ,我 们 就 说 , 拓扑 7 小 于 或 等 于 拓扑 .7 或 者 说 ， 
拓扑 9 大 于 或 等 于 拓扑 元 @， 设 {Z jcea 是 瑟 上 的 一 个 拓 
扑 族 ， 如 果 习 co E 4, s 刀 YaEd 都 有 .FFs， 则 称 .Fm 为 
拓扑 族 {Z jos 中 的 最 小 拓扑 ， 仿 此 可 定义 拓扑 族 {Fjae4 中 
的 最 大 拓扑 . 
(3.11) 定理 疫 . 儿 c GZ)， 那 来 , 全 上 由 .所 生成 的 
拓扑 .为 和 上 包含 终 的 所 有 拓扑 中 的 最 小 拭 扑 . 
证 设 {7 jaes 是 包含 儿 的 互 上 的 所 有 拓扑 所 成 的 一 个 
族 , 由 于 耳 上 由 所 生成 的 拓扑 F 习 ,因而 3o6€ 43: 
了 。=F， 任 到 一 个 a€4， 因为 Fo 习 9, 所 以 Fs 必须 包含 儿 
中 元 素 的 一 切 有 限 交 ， 于 是 从 定理 (3.8) 的 证 明 看 出 ,7 必须 包 
全 多 的 基肥 Fa 习 儿 因此 ,9 必须 包含 轨 中 元 素 的 一 切 并 
集 , 即 .9v 9。 所 以 根据 定义 (8.10),， .9w， 也 就 是 .9 ， 是 族 
{8 sees 中 的 最 小 拓扑 . 了 
(3.12) 设 {9 sjeed 是 集合 三 上 的 一 个 拓扑 族 ， 那 末 ， 
FeesT7e 
© FCITNH, 某 些 作者 称 拓扑 了 弱 于 拓扑 了 "或" 强 于 233 但 另外 一 些 作 
者 则 与 此 相反 , 称 了 强 于 7 或 2 弱 于 3 此 外 ， 还 有 一 些 作者 称 条 较 了 "为 粗粮 


或 了 7' 较 了 为 精细 。 我 们 在 这 里 用 一 个 集合 包含 另 一 个 集合 的 自然 泛 义 来 定义 两 个 
匆 扑 的 大 和 小 .这 样 , 当 3 C3 又 史 光 9 时 ， 则 称 拓扑 .9 小 于 拓扑 2 或 3" 太 于 
林 . 


06. 


也 是 工 上 的 一 个 拓扑 

证 设 {ger 是 .7 中 元 素 的 任 一 有 限 族 . 因为 对 于 每 个 
iEI, Ui 属于 所 有 的 7 而 I 是 卫 上 的 拓扑, 所 以 

vaEe4d er Ui EF MW Ve TE F. 

因此 ,7 满足 公理 了 1， 同 再 易 知 ，.7 也 渍 中 公理 了 2 所 以 
是 工 上 的 一 个 拓扑 . 了 

(8.18) 定理 设 久 C9(X), 又 {jess 是 包 食 的 下 
上 所 有 拓扑 所 成 的 一 个 族 ， 那 来, 下 上 的 拓扑 .了 由 所 毕 成 的 
必要 而 上 县 计 分 的 条 件 是 

en Ea 
证 这 是 定理 (3.11) 和 (8.12) 的 直接 扒 沦 ， 


四 、 一 些 重 要 的 拓扑 概念 


工 _ 闭 集 与 闭 包 以 下 我 们 将 在 集合 上 随意 固定 一 个 拓扑 
9 。 当 我 们 谈 到 ( 折 扑 ) 空间 子 时 , 指 的 就 是 空间 ( 斑 , 7)， 又 当 
4 时 , 则 约定 

多 A 二 卫 一 A. 

(4.1) 定义 设 也 是 拓 扩 空间 于 的 一 个 点 集 ， 如 果 多 也 
开 于 空间 了 中 , 那 来, 了 就 叫做 空间 六 的 闭 集 ,或 者 说 它 闭 秆 空 
间 开 中 

(4. 约 定理” 抵 扑 空间 工 的 闭 集 且 有 下 列 性 质 ， 

1° 点 入 工 是 空间 工 的 闭 令 

2° 空 集 9 是 空间 工 的 闭 集 ; 

3 如果 {PJjser 是 空间 大 的 任 洁 一 个 闭 集 谈 , 则 让 er 也 
是 室 同 丰 的 闵 傈 ， 

4 如 果 可 与 可 是 空间 芝 的 阅 集 , 则 天 UFs 也 闭 于 空间 

。 2。 


到 中 . 

证 人 性质 1° 与 2° 是 很 明显 的 .事实 上 , 我 们 有 多 且 = 允 
多 g 一 于 ,而 $9 与 王 痢 是 空间 入 的 开 集 ， 我 们 去 证 明 性 质 3°. 利 
用 第 :摩尔 根 定律 (0.5.8), 我 们 有 

Gar PY) = Uier FP (7 

由 于 YiET, 丈 半 于 空间 时 中 ,根据 定义 (4.D), YiET 多 开 
于 空间 民 中 ， 于 是 根据 公理 2 等 式 (7) 的 右 端 是 空间 节 的 开 
集 ， 从 而 门 ker 五 ,是 空间 互 的 闵 集 ， 同 样 ， 利 用 笛 "摩尔 根 定律 
《0.3.16), 我 们 不 难 证 明 性 质 人 .了 

从 定理 (4. 罗 中 的 性 质 4°, 利 用 数学 归纳 法 , 我 们 立即 推出 下 
面 的 命题 : 

《4.3) 空间 并 的 闭 集 的 任何 有 限 并 仍然 是 并 的 闭 集 . 

例 17 实 直 线 诬 (一 般 言 之 ， 任 何 度量 空间 ) 的 每 个 单 点 集 
人 都 是 闭 集 . 

事实 上 ,在 处 中 

Ya} = J, of U Yo, +oof, 
于 此 ] 一 oo, oa[ 及 je, +ooL 
显然 都 是 Ri 的 开 集 ， 试 看 R' 中 所 有 有 理 点 组 成 的 点 集 @ 和 所 
有 无 理 点 组 成 的 点 集 [、 显 然 @ 不 是 民 的 开 集 ; 这 是 因为 ， 
Va€EQAYS8>0, Bla, HD = ]s 一 5 e+ 

中 总 含有 无 理 点， 从 而 Bl4, 8) 竺 @， 司 理 1 也 不 是 实 直线 RR 的 
开 集 ， 由 于 


QC IZQ, 
可 见 食 与 1 都 不 是 民 的 闭 集 ， 又 
Q=Lea {go}, I=Ua {eo}, 
而 人 @ 与 1 都 是 无 穷 集 ， 这 说 明了 ， 无 穷 多 个 闭 集 的 并 集 不 必 是 闲 
集 . 


6. 


例 疙 还 说 明了 ， 任 何 拓扑 空间 了 不 但 有 又 开 又 六 的 点 集 
(如 点 集 于 与 从 .而 且 还 可 能 有 不 开 不 闭 的 点 集 (例如 当 卫 一 Rt 
时 的 @ 与 D，、 在 离散 空间 中 ， 由 于 它 的 每 个 点 集 都 是 开 的 , 因而 
它 的 每 个 点 集 局 时 也 都 是 闭 的 . 

(4 和 定义 设 4 是 空间 瑟 的 一 个 任意 点 集 ， 我 们 称 包 
会 4 的 一 切 闭 集 的 交集 为 点 集 4 的 闭 包 , 并 记 作 玫 .如 果 一 点 
多 GE 下 ,出 我 们 说 点 汪 业 附 于 @ 点 集 4 

因为 在 空间 了 中 任 富 一 族 闭 集 的 交集 总 是 闭 的 , 所 以 集合 4 
的 闭 包 工 可 以 解释 为 包含 4 的 最 小 团 集 . 

(4. 到 ”定理 设 4 为 裤 间 芝 的 一 个 点 集 . 工 的 一 点 2 粘 
办 于 AGSV 了 的 开 集 Up UNA 

证 <. 令 U~ 多 A， 因 为 了 是 空间 玉 的 闭 集 , 所 以 可 开 
于 也 中 . 但 是 UN 4-8 因此, p40U。 由 此 可 见 ,p EE. 

全 设 p EA, 并 设 U 是 空间 全 的 一 个 随 写 开 集 ， 它 包含 点 
包 令 也 ~ 多 U， 那 末 , p 生 也 ,从 而 互生 FP。 因为 也 闭 于 他 中 ， 
所 以 4 路 下。 由 此 可 见 ，3gE43 9 和 了 ， 因 此 , gq€4, 9ED, 
UNAG. 了 

(4.6) 定理 点 集 4 闲 于 空间 下 中 今 4= 拭 . 

证 当 4 是 闭 集 时 ，4 就 是 包 食 它 自己 的 最 小 闭 集 ， 因 此 ， 
4= 互 ， 反 之 ,由 于 互 是 开 的 闭 集 ,因而 当 4 一 广 时 ,4 必然 闭 于 
中. 卫 

(4.7) 定理 空间 并 的 点 集 4.B、… 的 闭 包 具 有 下 列 人 性 质 ， 

1° ACA, 


8° 互 = 有 ,其 中 所 起 示 和 4 的 闭 包 万 的 闭 包 ， 


四 因此 ,4 的 闭 包 又 称 为 4 的 粮 附 部 (adherenoe)。 
。 的。 


4 AUB=AUE. 

证 性 质 1"、2?、3" 直接 电 定 义 (4. 和 、 定 理 (人 .分 与 人 .6) 推 
出 .现在 只 须 证 明 性 质 名、 事实 上 , 由 于 4 有 AABCB, 因 而 有 
AUBCAUB,， 既然 所 UB 是 包含 4UB 的 一 个 闭 集 ， 闭 就 必然 
包含 20 互 20BCAUB. 另 一 方面 ， 根 据 定理 (4 .号 [或 直接 
根据 定义 (4.4)]， 
ACAUBABCAUB->ACAUBAB C AUB>AUBCAUSB. 
于 是 ， 

AUBCAUBAAUBCAUB->AUB-AUB. 1 


2， 聚 点 与 导 集 “ 导 集 ”这 一 概念 密切 联系 着 闭 集 与 闭 包 的 
概念 ,在 拓扑 学 中 占 营 重要 的 地 位 、 面 为 了 定义 点 集 的 “ 导 集 ”, 我 
们 应 该 先 给 出 “ 敢 点 ”或 “家 最 点 ”的 定义 ， 它 是 < 实 变 函 数论 中视 
限 点 的 概念 的 推广 . 

(4.8) 定义 设 和 4 是 空间 也 的 任 一 点 入, 又 p 是 耳 中 的 
一 个 点 (2 不必 属于 4)， 如 果 包 含 p 的 每 个 开 集 总 包含 4 中 异 于 
久 的 一 个 点 , 则 Pp 叫做 点 集 4 的 一 个 聚 点 或 极限 点 。 点 集 和 的 所 
有 聚 点 组 成 的 集合 4 叫做 4 的 导 集 . 

显而易见 , PEA4 全 9E(4 一 人 对) 

(4.9) 定理 点 集 A4 是 空间 子 的 闭 入 全 4 C4. 

证 由 定义 人.8) 及 定理 (4, 印 看 出 ，4 的 每 个 聚 点 都 粘 附 于 
4， 因 此 我 们 有 4 c 4 于 是 由 定理 (4.6) 看 出 , 当 4 是 空间 于 
的 闭 集 时 ,我们 有 4 4， 反 之, 设 4C 4 并 设 六 E 二 ， 那 末 ， 
2E4V2E4. 由 于 4 c 4 于 是 在 任何 情况 下 我 们 都 有 9 E 4 
由 此 可 见 , 4= 和、 所 以 根据 定理 (4.6)，4 是 空间 并 的 闭 案 . 了 

在 定理 (4.9) 的 证 明 中 我 们 还 看 出 ， 了 一 4U4'， 空 集 当然 没 
有 来 点 ; 换言之 ,多 一 对 于 任意 的 一 点 pE 子 , 由 于 {gp} 一 {28} 一 
60. 


多 可 见 z 笨 { 秦 ” 设 4 与 妃 为 室 间 的 任意 两 个 点 集 ， 并 设 
PE (4U B)'， 屠 末 ， 
PEAUB {DH — (Ap) UB A UB-{a, 
于 是 pE 4'UB， 反之 ,不 难看 出 ， 
PEA UB SpECAUB', 

因此 (AUB)'—A UB 

令 如 天 示 和 4 的 导 保 的 导 集 , 并 令 p 4"， 那 末 ， 

VY 开 集 0 39, In(4 一 [oz 了 

因此 , 3 一 点 9 EUN 4 st gp，。 由 于 g€4, 又 开 集 U3 g， 
可 见 太 4#8. 这 证 明了 2 GE 本 -4U 4 从 而 证 明了 4C AU 

综 上 记述 ,我 们 得 到 下 面 的 

(4.10) 定理 “空间 工 的 点 集 的 导 集 具有 下 列 性 质 ; 

1° 人 

2° pg 生 [于 4 

8° (AUB)'=AUBS 

4° A'C AUA. 

既然 任何 度量 空间 了 都 是 一 个 拓扑 空间 , 那 末 , 闭 集 、 闭 包 、 
到 点 、 导 集 以 及 今后 即将 定义 的 一 切 括 外 概念 在 度量 空间 中 就 才 
有 意义 ， 而 且 不 难 证 明 ， 在 度量 空间 芝 中 任何 点 集 4 的 导 集 4 
都 是 空间 工 的 闭 祭 , 换言之 , 我 们 总 有 4"c 4 ， 然 而 对 于 一 个 随 
者 的 折 扑 空间 子 ， 这 一 包含 式 可 不 一 定 成 立 ， 我 们 只 能 有 定理 
(4.10) 中 的 性 质 和 4， 又 在 任何 广 最 襟 间 工 中， 部 黑 2 是 空间 式 
的 点 集 4 的 一 个 极限 点 ， 则 .也 中 包含 点 p 的 任意 开 集 必然 食 有 
和 4 中 异 于 名 的 无 穷 多 个 点 ， 于 是 点 依 4 必须 是 无 穷 入 (当然 整个 
瞧 间 也 更 是 如 此 )， 换 句 话 说 ， 放 基 空间 的 有 限 点 集 必然 没有 报 
展 点 ， 这 个 性 质 在 一 个 随意 的 拓扑 空间 里 也 不 成 立 ， 

例 了 8 令 


GT 。 


X={0,b, 00, T= X, 1, 0), {a, 5, Oo, 1, 0, @}. 
如 此 ，:F 显然 是 集合 下 上 的 一 个 拓扑 ， 于 是 得 到 一 个 拓扑 空间 
(了, F). 令 4- {4 看 。 那 末 , 易 知 

A={o, oD, A'=t{a, b, DD. 
我 们 看 出 , 虽然 4”C 4U 4 一 了 ,但 是 4" 呈 4, 从 而 知道 各 不 是 
空间 卫 竟 闭 集 ， 又 4 尽管 是 一 个 有 限 集 ， 但 它 却 有 三 个 极限 虑 


ad 


3. 六 域 .序列 的 收 生性 ”拓扑 空间 中 一 点 的 邻 域 的 概念 是 度 
量 空 间 中 一 点 的 邻 域 的 概念 的 推广 . 

(4.11) 定义 设 交 是 拓扑 空间 下 的 一 个 点 集 ，4 是 空间 
五 的 一 个 点 .如 果 忆 并 的 一 个 开 集 Us.t a EUcC Wu 那 末 ,点 集 
WW 就 叫做 空间 下 中 点 如 的 一 个 邻 域 . 

从 定义 (4.1) 看 出 , 包含 点 4 的 任意 开 集 六 都 是 点 4 的 一 个 
邻 域 , 这 样 的 令 城 称 为 空间 下 中 点 4 的 一 个 开 邻 城 了 ， 如 果 点 4 
的 邻 域 7。 是 闭 集 , 则 7。 称 为 点 4 的 一 个 闲 邻 域 . 

因为 点 集 了 是 空间 芝 的 一 个 开 集 , 所 以 空间 卫 的 每 个 点 者 
至 少 有 一 个 开 邻 域 ， 从 定义 (4. 卫 ) 看 出 ,对 于 每 个 点 a EX, 4 的 
任何 名 域 都 包含 < 如果 Ws 是 点 4 的 邻 万 ,又 工 的 敲 集 Ms 二 Ns 
则 Ms 也 是 点 4 的 邻 域 ， 如果 Rs 与 Mr。 是 同一 点 4 的 邻 域 , 册 交 
集 Ms0 Ne 也 是 点 4 的 邻 域 ， 事 实 上 , 根据 定义 (4,19), 习 空间 驴 
前 开 集 可 ,了 8 也 


aEUC Ms, EV Ns, 
于 是 a EUNV C Mo 由 No, 而 UNY 开 于 空间 际 中 . 和 如果。 是 
点 6 的 一 个 开 邻 域 , 又 点 5EVs, 则 必 有 上 的 一 个 开 邻 域 记 Ce 
事实 上 ,Vs 也 是 点 5 的 开 邻 域 , 所 以 可 以 到 下, 一 V。。 

@ 许多 作者 提 到 各 城 时 , 痢 的 就 是 这 里 的 开 邻 域 ， 
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总 结 以 上 所 论 , 我 们 有 下 面 的 定理 : 

(4.12) 定理 空间 入 中 点 的 开 邻 域 具 有 下 列 性 质 : 

1” 空间 卫 的 每 个 点 4 至少 有 一 个 开 邻 域 Vo; 

2 点 < 的 开 邻 域 P。 包含 点 写 

3 点 @ 的 任意 两 个 开 邻 域 的 交集 是 点 4 的 一 个 开 邻 域 

4 如 果 5 是 4 的 开 邻 域 了 ,中 的 一 个 点 , 则 5 有 一 个 开 邻 域 
有 风 使 得 玉 导 Va 

前 面 已 经 指出 , 定理 (4.12) 中 性 质 荆 一 3" 对 随意 的 邻 域 都 是 
适用 的 . 

《4.18) ”定理 点 集 U 开 于 空间 了 中 今 YeEDU, UU 是 点 @ 
的 一 个 邻 域 . 

证 ”条件 显然 是 必要 的 。 现 在 去 证 明 条 件 的 充分 性 . 依 假 设 ， 
YaED, 3c 的 一 个 开 邻 域 Ps,s.ti. FeC 辽 .由 此 可 见 ， 

U=—Wer Vo, 

于 是 根据 公理 了 2, U 开 于 空间 了 中. ] 

定理 (4.18) 可 以 重新 表述 如 下 避 是 实 闻 区 的 开 集 人 驴 
YaED, 习 及 的 开 集 V B49, dt 

容易 看 到 ,对 于 任何 一 个 度量 空间 (入 , @) 米 说 ， 定 义 (2.10) 
与 定义 (4. 夺 ) 是 等 价 的 。 事 实 上 ， 设 re 按 定义 (2.10) 是 点 4 的 
一 个 邻 域 ， 那 来， 因为 开 球 B(c, 6) 是 拓扑 空 间 ( 卫 , F@) 的 一 个 
开 集 , 所 以 按 定义 (4. 二 ), ,也 是 点 4 的 一 个 邻 域 ， 反 之 ， 设 按 
定义 (4. 卫 ), Ws 是 点 4 的 一 个 邻 城 ， 那 末 , 按 度量 空间 的 开 集 的 
定义 ， 


38>0, s.t.Bla, HEU, 
面 UC No， 由 此 可 知 ，B(a, 8) 忆 No。 所 以 六。 按 定 义 2.10) 也 
是 点 4 的 邻 域 . 
我 们 很 容易 把 度量 空间 中 收敛 序列 的 概念 推广 到 拓扑 空间 中 
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去 . 

(4.14) 定义 {oj 是 拓扑 空间 工 中 的 收 化 序列 他 3 一 点 
aE 革 .Va 的 邻 域 Ns 3NEN3 :n>N 坟 os,€ 入 这 时 g 叫 
做 收敛 序列 toyj 的 一 个 极限 . 当 收敛 序列 {eyj 以 “为 它 的 极限 时 ， 
&, 记 作 ; 

Him os-a， 或 者 lim oan-4， 或 者 
lma=o， 或 者 aa (n>oo). 

如 果 序 列 {aw} 不 收 伍 , 那 末 , {Qs} 就 称 为 发 散 序 列 . 

显然 ， 
Himen=a 抱 YNo INS3vna>N, oo EN,. 

与 度量 空间 里 的 收敛 序列 不 同 , 在 一 个 随意 的 拓扑 空间 里 , 收 
化 序列 的 极限 并 不 一 定 是 唯一 的 . 

例 芭 取 例 18 中 的 拓扑 空间 (于 , .7), 并 定义 互 中 的 序列 
{a 如 下 ，Yn EN, 令 mm 一 5 如此, 则 见 

lima,=b, lim os 一 c. 

上 便 中 的 序列 fo} 称 为 常 项 序列 ， 和 任何 折 扑 空间 的 常 项 序列 
总 是 收敛 的 . 

(4.15) 定义 设 fw} 是 一 个 严格 递增 的 自然 数列 ，{4s} 是 
某 个 集合 也 中 的 一 个 随意 序列 ， 作 序列 {om}, 使 得 ，Y hE N, 车 
2 一 %, 则 有 sw 一 am。， 那 末 , 我们 就 叫 序 列 {2mw} 为 序列 {zo} 的 一 个 
于 序列 . 

(4.16) ”如 果实 间 对 中 的 一 个 序列 {as} 收 化 于 之 的 二 点 &， 
则 序列 {as} 的 任 一 子 序列 {ox} 也 收 仑 于 虚 

证 im wm 一 全 Ye 的 邻 域 Fw NENS3 :Yn>N,an E Vs, 


604 。 


但 有 > 丰 人 和 > 六 一 ao ET 可见 ， 
lmaw 6%. 了 


4. 点 集 的 内 部 、 外 部 与 边界 ”在 下 而 我 们 提 到 的 点 集 或 集 
合 , 都 指 的 是 某 一 给 定 的 拓扑 空间 并 的 点 集 . 

(4.17) 定义” 我们 称 包含 于 点 集 4 的 所 有 开 集 的 并 集 为 
点 集 4 的 内 部 , 记 作 Int 4。 属 于 Int 4 的 点 明 傲 4 的 内 点 . 

根据 定义 (4.17)，Int 4 乃 是 包含 于 点 集 4 的 最 大 开 集 . 显 
而 易 见 

2E Int 403 开 和 集 US3.pEU CA. 
因此 ， 
为 点 2 的 一 个 邻 域 会 ? 是 点 集 Wz 的 一 个 内 点 . 

(4.18) Int A=%Y(ZD, 

证 因为 Int 4 是 包 合 于 4 的 所 有 开 集 的 并 ， 记 以 由 简 : 摩 
尔 根 定律 看 出 , 多 Int 4 是 包含 多 4 的 一 切 闭 集 的 交 ， 因 此 ， 

多 JInt A=ZA 

于 是 ， Int A-Z(ZD. 1 

(4.19) 定义 点 集 和 的 余 集 多 4 的 内 部 叫做 4 的 外 部 ， 
记 作 了 xt 4， 如 果 一 点 PE Ext 4, 则 点 2 叫做 点 集 4 的 外 点 . 

所 以 Ext 4 也 是 开 集 。 

由 定义 (4.19) 立 即 看 出 

DE Rxt 4 全 3p 的 开 令 域 Us, s.1t. Dan 4 一 凡 

此 外 我 们 还 有 下 面 的 命题 , 

(4.20) Ext 4 一 多 互 . 

证 根据 定义 (4.19) 及 定理 人 (4.18), 我们 有 

ExtA=~In A- (SEA -YEA. 1 
(4.21) 定义 令 84 一 -Int 4， 那 末 , 点 集 34 就 叫做 
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点 集 扫 4 的 边界 如果 点 2 E84, 则 2 称 为 4 的 边界 点 。 

由 定义 (4.21) 立 即 看 出 

8A—-ANYGIntA~A NGA. 
因此 , 34 是 闭 集 , 并 且 
PE84e>p 既 非 4 的 内 点 又 非 4 的 外 点 ， 
换言之 ， 
PEBA4OY 开 集 U 3p, UN Ar9AU NG AFG. 
{4.22) A~—Int AU 84. 
证 这 直接 由 下 面 的 事实 推出 
Int4cCACANGA~A-IntA. 

显然 ， =Int AU Ext AU 8.4. 

例 20 试看 实 直 线 R! 及 其 点 集 @， 由 于 任何 韭 退 化 的 开 区 
间 总 含有 无 穷 多 个 有 理 数 与 无 理 数 , 因而 能 够 包含 于 入 或 GQ=i 
的 民 的 开 集 只 有 空 集 9。， 所 以 

IntQ— ExtQ=9. 

由 此 可 见 ， dQ=R. 


吉 ， 其 他 的 一 些 拓扑 概念 ”在 这 一 款 里 , 我们 将 入 要 地 图 述 下 
列 各 概念 ， 孤 集 、 离 散 集 .点 集 的 处 处 筒 密 、 无 处 稠密 与 自 钢 密 . 讨 
论 的 范围 仍然 是 一 个 固定 的 拓扑 空间 也 . 

{4.28) 定义 点 集 和 4 里 不 是 4 的 紊 点 的 一 切 点 都 叫做 各 
的 孤 点 ， 如 果 点 集 4 仅 由 孤 点 所 组 成 , 则 4 就 叫 化 一 个 孤 集 . 

由 定义 (4.28) 立 即 推出 ; 

了 是 44 的 孤 虚 Sp E 4 一 443 
因此 ， 2p 是 4 的 孤 点 信 开 集 UB39, s.t.UNA={p}; 
万 是 法 集 全 A4N4' 一 多 

《4.24) 定义 ”如 果 点 集 和 4 没有 育 点 ; 即 4' 一 5, 则 4 称 为 离 
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散 集 ， 
按 定义 (4.24), 离 散 空 间 的 任何 点 集 显 然 都 是 离散 集 ; 离散 集 
必然 是 孤 集 , 但 反之 则 不 然 ， 例 如 在 实 直 线 民 中 , 点 集 


4- 训 吉 一 二 
是 一 个 孤 集 , 然而 并 非 离散 集 , 因为 4 一 {0} 关 歼 

(4.25) 定义 如 果 玫 = 互 则 点 集 勾 则 做 在 空间 且 中 处 
处 稠密 或 负 密 . 

由 定义 (4.26) 立即 推出 点 集 和 4 在 空间 三 中 处 处 秽 密 抱 Y 
开 集 Ux UNAzG. 

(4.26) 定义 如 果 多 ZH, 即 Bxt 4 在 空间 下 中 处 处 稠密 ， 
则 点 集 么 叫做 在 空间 了 中 无 处 秽 密 . 

(4.27) 定理 点 集 4 在 空间 芝 中 无 处 移 密 信 Y 开 集 口 区 
多 习 非 空 开 集 VCU3:PNA-G. 

证 ”一 ， 随 意 给 定 一 个 开 集 大佐 既然 多 古 在 空间 下 中 
是 稠密 的 ， 那 就 必然 有 口 站 名 ¥ 令 玉 = 多 A 很 明显 
六 是 一 个 非 空 开 集 ,并 且 VCU. 又 

PEV OPECGASPEASP EFA. 

由 此 可 见 ,站 4 一 8. 

对 设 p 是 空间 下 的 任意 点 ,并 设 可 是 p 的 任意 开 邻 域 , 那 
末 ,3 开 集 VCU, Vs. VA 一 歼 在 玉 中 任 取 一 点 g, 出 
g 持 甩 ， 因 为 否则 将 及 由 4¥5， 这 是 不 可 能 的 。 由 此 可 见 ， 
gE ZA. 于 是 NAG 因此 更 有 UN 多 A¥ 所 以 PE 多. 
这 证 明了 多 万 = 也， 因此 多 开 在 也 申 处 处 稠密 ， 根 据 定 义 
《4.26), 点 集 么 无 处 稳 密 于 工 中 . 了 

《4.28) 定义 ”如果 点 集 4 中 没有 孤 点 , 则 点 集 4 称 为 自 笛 
密 的 . 
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由 定义 (4.28) 可 知 , 4 是 自 秽 密 的 全 4 C 4 那 就 是 说 ,4 的 
每 个 点 都 是 素 点 ， 由 此 可 见 , 空 集 是 自 黎 密 的 . 

《4.29) 定义 如果 点 集 4 片 是 闭 的 又 是 自 秋 密 的 ， 那 末 ， 
和 就 叫做 完备 集 . 

旺 然 ,4 是 完 各 侈 仿 4 二 池 . 

例 允 在 例 230 中 我 们 已 经 指出 ,在 实 直 线 民 中 ,机 = 
int@U 8Q~0UR 一 Ri, 所 以 民 中 所 有 有 理 点 的 集合 Q 是 处 处 
秋 审 的， 我 们 在 预科 中 已 经 指出 ,@ 是 可 数 的 .因此 R' 有 一 个 可 
数 筒 密 点 集 Q. 

所 有 整数 点 的 集合 王 显 然 在 民 中 无 处 稠密 

在 古典 < 分 析 > 的 实数 理论 中 ,有 在 例 20 中 引用 过 的 、 为 人 所 
慕 知 的 一 个 性 质 ， 即 任意 两 个 相 异 的 实数 之 间 必 定 有 无 穷 多 个 实 
数 . 这 说 明 R' 一 RR, 即 尺 是 完备 的 , 当然 更 是 自 稠密 的 、 所 以 古典 
< 分析 > 中 所 谓 的 实数 系 的 驳 喷 性 , 指 的 是 自 筒 密 性 。 又 由 例 20 中 
所 下 实 数 的 性 质 看 出 , Q' 一 R,『 一 R, 因 此 Q 与 1 在 实 直线 民 中 都 
是 自 稠密 的 

至 于 所 谓 有 理 数 系 @ 的 稠密 性 ， 即 任意 两 个 相 异 的 有 理 数 之 
间 存 在 着 无 究 多 个 有 悍 数 ， 则 可 理解 为 和 @ 在 色 的 度量 子 空 间 
(@, 2 人 中 的 自 稠密 性 , 于 此 ,a 表示 一 维 欧 氏 度量 

跟 言 〈4.2)、(4.7)、(4.10) 与 (4.12) 各 个 定理 中 的 每 一 组 命 
题 1" 一 4" 都 可 以 作为 公理 来 定义 折 扑 空间 , 它们 依次 刻 划 空 间 的 
闭 集 . 闭 包 、 导 集 与 点 的 开 邻 域 , 并 且 作为 公理 的 任何 一 组 都 与 开 
集 公理 了 1 与 了 2 等 价 . 


互 、 连续 匠 数 


在 4 拓扑 学 * 中 连续 函数 所 起 的 作用 与 在 < 数学 分 析 > 中 连续 光 
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数 记 起 的 作用 一 样 重要 , 而 前 者 则 是 后 者 的 推广 ， 由 于 上 度 量 空间 
既是 特殊 的 拓扑 空间 ,同时 又 是 nn 维 欧 氏 空间 的 直接 推广 ,为 了 便 
于 读者 理解 起 见 ， 我 们 先 把 古典 < 分 析 > 中 连续 函数 的 槛 念 推广 到 
一 个 随意 的 度量 空间 中 去 . 


2， 度量 空间 到 上 度量 空间 内 的 连续 函数 ”让 我 们 首先 回 记 一 

下 实 直 线 民 上 在 其 一 点 m 处 连续 的 实 值 函数 了 的 定义 ， 
了 在 点 mo 处 连续 合 
Ve>036>03.% ERA -wo) < fm) —f (m0) | <s, 
换 句 话说 ,了 在 点 m 处 连续 全 
Ya>0 习 8>03.7EB(mo 8)> Ff (0) € BF m0), 8). 

如 果 j 在 如 的 每 一 点 处 都 连续 ,， 则 称 了 在 Ri 上 连续 。 这 些 概念 
显然 可 以 直接 推广 到 随意 的 度量 空间 去 . 

(5.1) 定义 设 f 是 度量 空间 (了, 9) 到 度量 空间 (Y,, 6") 
内 的 一 个 函数 , 即 f: 邓 -> 了 , 并 设 m 是 空间 (于 ,中 的 一 个 固定 点 ， 
于 在 点 名 外 连续 

Ye>038>03°f(Bs(%o, 3))C Ber(F (0), 8), 

其 中 Bdwo, 8) 表 示 空 间 ( 入 ,@) 中 以 点 m 为 中 心 .8 为 半径 的 开 球 ， 
BB(f (0),5) 是 空间 (了 了， 4) 中 以 (20) 为 中 心 、s 为 半径 的 开 球 . 

(5.2) 定义 如 果 (及 ,外 到 (7, 9) 内 的 函数 了 在 空间 
(了 ,中 的 每 一 点 处 都 连续 ， 则 称 7 为 空间 ( 马 , 0) 到 空间 (了 ,中 ) 
记 的 连续 画 数 或 连续 映射 ,或 简称 /为 映射 . 

由 定义 (5. 了 ) 及 定义 5.2) 立 即 推 出 下 面 的 命题 : . 

(5.8) 设 ( 卫 ,中 与 (Y, 0) 为 两 个 随意 的 度量 空间 ， 并 设 
也 工 -> 由 E 工 ， 那 末 ， 

工艺 在 点 四 处 于 纺 BVe>038 >0、 

ERHNdm, oO<S 瑟 四 (Foo) f (0)) <es 


= 1 


2° 了 为 连续 映射 VYw ENVYe>036:>03* 
WE 和 Ad(e oO < fo) <8. 

(5.4) 定理 设 / 为 度量 空间 ( 卫 ， 9) 到 度 景 空间 (Y, 中 内 
的 一 个 函数 , mo 5 于. 了 在 点 各 处 连续 今 V 空间 了 中 (wo) 的 邻 
域 了 , 六 10P) 总 是 空间 对 中 点 m0 的 一 个 令 域 . 

证 沪 . 设 赤 是 空间 了 中 点 (wo) 的 一 个 随意 邻 域 ， 那 末 ， 
根据 定义 (2.10)， 

3e>03.Ba(f (v0), CV. 
于 是 根据 定义 (5. 了 [由 于 了 (w) 在 点 mo 处 连续 ]， 
36>0 3:f(Balwo, 8) Boalf (wo), 8). 
因此 我 们 有 六:[f(Ba(wo, 8))] SFP), 
从 而 由 (0.4.9) 推 出 
Baurwo, BEF P). 

于 是 由 定义 (2.10) 看 出 , 广 *(7) 是 空间 对 中 点 wo 的 一 个 邻 域 . 

人 Ve>0 Bs( 了 (mo)， 5s) 既然 是 空间 了 中 点 了 (xzo) 的 一 个 
邻 域 , 由 于 条 件 满足 , 那 末 , 户 :LBx(f(eo)，s)] 就 应 该 是 空间 立 中 
点 mo 的 一 个 邻 域 ， 因 此 ,根据 定义 (2.10)， 

习 3>0 9.t. Blo, O) SF [Ba feo), 8)]. 
由 此 ,再 引用 一 次 (0.4.9), 我 们 就 得 到 
f(Balwo, 5)) CS Bol fo), 8). 

所 以 了 在 点 m 处 连续 . ] 


%&. 拓扑 空间 到 拓扑 空间 内 的 连续 函数 ”在 一 个 随意 的 拓扑 
空间 里 , 由 于 没有 度量 , 因而 无 法 定义 开 球 , 所 以 连续 函数 的 概念 
不 能 利用 开 球 来 定义 ， 既然 拓扑 空间 中 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 ， 那 
末 , 定理 上 5. 泡 中 的 条 件 便 成 为 我 们 把 连续 的 概念 推广 了 于 拓扑 空间 
的 依据 . 

720， 


个 .了 ) 定义 设 ( 卫 ,了 了 ) 与 (PY, F”) 是 两 个 随意 的 拓扑 空 
他, 并 设 f: 了 > 了 ,w 于 ,了 在 点 % 处 连续 命 Y 空间 了 中 点 (0) 
的 邻 域 也, "+(7) 总 是 空间 了 中 点 2 的 一 个 邻 域 如果 f 在 
空间 了 的 每 一 点 处 都 连续 ， 那 末 , 了 就 叫做 空间 了 到 空间 了 内 

(5.6) 定理 空间 (XZ, .了 7) 到 空间 (Y, :了 ”内 的 函数 了 基 
连续 的 合 VYP 6G .7 "总 有 下!(V)E 1 即 了 反射 开 集 . 

证 一 令 玉 为 空间 (7Y, ”的 一 个 随意 开 集 ， 如 果 
(V7) = 旬 则 已 无 可 证 ， 如 果 户 :(F) 天 多 风 可 取 忆 于 (7) 的 
任意 一 点 %。 于 是 我 们 有 了 (4) EF, 从 而 三 是 空间 (YF) 中 点 
了 人) 的 一 个 邻 域 ， 因 为 函数 了 是 连续 的 ， 所 以 根据 定义 (5.5)， 
六 1(7) 是 空间 ( 子 , 了 F) 中 点 4 的 一 个 邻 域 ， 了 (7) 既然 是 它 的 
任 一 点 2 的 邻 域 , 根据 定理 (4.18), f+(7) 就 必须 是 空间 (ZX, ) 
的 开 集 . 

《 邱 ， 设 % 是 空间 ( 卫 , 儿 ) 的 任意 一 点 ,并 设 V 是 空间 (Y, 7) 
中 点 了 (wz) 的 任意 邻 域 ， 那 末 ， 

37E.9 "3.fe)ETATCF。 
因为 < € 1( 四 Cf24《7), 而 依 假设 , f*(U)E ,所 以 14(7) 
是 空间 ( 卫 , 多) 中 点 的 一 个 邻 域 ， 因 此 , 函数 了 在 点 “处 连续 . 
由 于 % 是 空间 (X， 儿 7) 的 随意 一 点 ,可见 了 是 空间 (了, 多) 到 空 
间 (Y, .2 9) 内 的 一 个 连续 函数 .了 

(5.7) 系 拓扑 空间 也 到 拓 各 空间 了 内 的 函数 是 连续 
的 全 VY 了 的 闭 依 也 六 1(F) 总 基 节 的 闭 集 ; 即 了 反射 闭 集 ， 

证 这 是 因为 ,根据 (0.4. 介 我 人 有 了 (BF)= 洗 f+(F).] 

(5.8) ”定理 拓扑 空间 工 到 拓扑 空间 了 内 的 函数 f 基 连 
续 的 全 ?也 的 点 集 4, 总 有 (A) CFC 有 D, 

证 一 , 设 4 是 空间 于 的 一 个 任意 点 集 ， 那 末 , 显然 

Yl。 


FF DI EFFD]. 
但 是 由 (0.4.9), 我 们 有 4 己 广 [C4)]. 因 此 , 4 FT 了 CD 
从 了 的 连续 性 及 (5.T) 推出, 六 [天 2)] 闵 于 空间 对 中 , 记 以 由 定 
义 (4. 和 推出， Cf?[ 开 D]. 再 引用 一 次 (0.4.9) 就 得 到 
FA EFD. 
各. 设 不 是 空间 工 的 任意 闭 集 由 于 条 件 满足 ， 根 据 
(0.4.9), 


FI TOPIC FF (FICF -EB, 

因此 ， FCFHMIF TDN SSFP). 
但 是 fF) CC 本 由 此 可 见 , 严 史 本 一 (8)， 根据 
(4.8), fF) 是 空间 忆 的 闭 集 .于 是 从 (5.7) 推 出 ,f 是 连续 的 .了 

例 驶 任何 拓扑 空间 入 到 五 上 的 恒 等 函 数 是 连续 的 . 又 空 
间 于 到 任何 拓扑 空间 了 内 的 常 值 函数 也 是 连续 的 . 

(6.9) 定理 设 并 .了 及 必 是 随意 的 拓扑 空间 ， 又 上 瑚 工 - 
了 , g: 了 >2， 那 末 , 了 与 连续 写 8 了 连续 

证 这 是 因为 ,根据 (0.4.14), YZ 的 开 集 加 ， 

(PT) = gD)], 

而 等 式 的 右 端 是 空间 下 的 开 集 . 卫 


3* 重 数 的 极限 与 连续 性 ”我们 在 下 面 把 “数学 分 析 > 中 为 人 

们 所 熟知 的 函数 的 极限 揭 概 念 推广 到 拓扑 空间 中 去 ， 并 且 如 同 在 
数学 分 析 中 一 祥 , 把 它 与 函数 的 连续 性 联系 起 来 , 

(5.10) 定义 9 令 4 为 拓扑 空间 邓 的 任 一 非 空 点 集 ， 

人 @ 本 书 初稿 ( 即 北京 师范 大 学 油印 本 ) 关于 函 孝 极 限 的 定义 原 为 0. Oheralley 在 

1946 年 为 普宁 斯 顿 大 学 数学 专业 研究 生 所 开设 < 实 变 函 阁 论 > 课 中 所 下 ， 但 是 诚 如 杨 

亚 东 同志 私人 向 我 指出 的 ， 上 述 定义 是 有 缺陷 的 , 现 已 为 我 所 改正 。 定理 全 .1) 与 


借 .2) 的 证 明 也 固 之 而 略 有 所 修改 , 在 修改 过 程 中 , 贺 昌 政 同志 对 全 ,127 证明 的 简化 , 
也 提出 了 很 好 的 郑 见 ， 一 一 李 孝 传 注 . 
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mm 了， 并 令 开 为 点 集 和 4 到 拓扑 空间 了 内 的 一 个 函数 如果 
3 EY, s.t.Y go 的 开 邻 域 也 , 习 oo 的 开 邻 域 万 9.t, 当 woE4 
时 ,有 
f(DN4- {mo}) cy, 否则 有 f(UN 力 CFo， 
那 末 , 我 们 就 说 , 当 点 2 在 4 中 趋 近 于 zo 时 , fo) 有 一 个 极限 go， 
并 记 作 
lim f(%) 一 go. {8) 


如 果 4 一 令 , 则 (8) 将 写成 
lm f(%) =go, 
读 作 ， 当 % 趋 近 于 zo 时 ,了 (w) 以 铝 为 它 的 极限 ， 或 者 读 作 ， 当 2 
趋 近 于 wm 时 ,了 (2) 趋 近 于 它 的 极限 yp。 在 这 -- 情 形 下 , 由 于 
UNA=UNX=U, 
条 件 (Un 4 一 {wo})CV 与 条 件 A(U 4) C7 当然 应 该 分 别 写 
成 
FT 一 foo)cF 与 FDC 
显而易见 , 当 moE 所 但 wo 对 4 时 ， 即 当 v0o 为 4 的 弧 点 时 ， 
可 取 妨 一 (wo); 于 是 有 
lm f(%) =f (m0). 


这 是 因为 , 此 时 必 有 点 zo 的 一 个 开 邻 域 U, 9. 
UN A= {zo CA 
于 是 对 于 (wo) 的 任何 开 邻 域 了 总 有 
FUN A = Fr) = {fo)} EV. 


加 西南 师范 学 院 数学 系 副教授 罗 四 维 同志 私人 向 我 指出 ， 这 两 个 条 件 可 以 合并 
为 各 下 的 一 个 条 件 : 
FIONAD- (oNANIEr 
这 基 然 是 对 的 。 一 一 李 孝 传 注 。 


e783. 


定义 (5.10) 中 的 极限 不 必 是 唯一 的 . 

例 路 取 例 18 中 的 拓扑 空间 (X, .9 ) 作为 空间 Y, 了 一 
(下 , 乡 ) 并 以 定 表 示 .bo.d 四 个 元 素 作 成 的 离散 空间 ; 令 了 = 
4 2: 全 一 了 为 恒 等 函 数 ， 如 此 ,显然 Hm f(%) 可 以 是 空间 了 中 任 


何 一 点 ， 又 lm 了 (%) 也 有 同样 的 情形 . 注意 此 时 空间 福 的 每 个 


点 都 是 它 的 孤 点 . 
(5.11) 定理 没 f 是 空间 了 到 空间 了 内 的 一 个 丽 数 .了 连 
续 邻 Y 非 空 的 4 筷 瑟 AVYmE 开 lim fw) =—f (00). 
Cy 


证 “之 如 果 和 是 的 孤 点 , 则 直上 所 述 ,显然 
lim f (2) =f (em) (0 


成 立 ， 如 果 和 E 4 又 玉 是 空间 三 中 点 (wo) 的 任意 开 邻 域 , 那 
末 , 因为 :也 > 了 连续 , 所 以 口 一 f+(F) 是 空间 筷 中 点 m 的 一 
个 开 邻 域 ， 由 于 

FUNA— {oD CFU nd 一 Fn TD)) 

FANV ED, 
根据 定义 (5,10), 我 们 看 出 , (>) 也 成 立 , 
三 .我 们 首先 去 证 明 . 
lim f (0) “yo € FD. 


事实 上 , Y 如 的 开 邻 域 六, 习 zo 的 开 邻 域 U, st. 当 ww 侍女 时 有 

J(UN CV， 而 当 mo€ 4 时 有 了 (UN 4 一 {wo}) VV， 但 是 我 
们 总 有 UN 4 天 多 从 而 有 f(DUNn 4 9 而 当 wo 4 时 ， 又 有 
中 4 一 {mo} 姑 9, 从 而 有 了 (UN 4 一 {mo}) 关 8 因为 当 wo 皇女 时 
有 f(DNDCFCA4)NF， 而 当 mw€ 妈 时 有 (UN 4 fa) 
CA(4) NF， 所 以 在 任何 情形 下 总 有 了 (4) N78 由 此 可 见 ， 
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加 E 严 及， 取 然 
zoE A im fo) -f(a) EFCD, 


那 就 应 该 有 f (4) CC 元 [人力 ， 于 是 根据 定理 (5.8), 函 数 了 连续 . 卫 
(5.12) 定理 ” 设 .大 工 -> 了 了 连 乡 人 Ya 后 已， 


lm f (0) -Fo. 
证 我 们 只 须 证 明 , 
lim f(%) =f(mo) 人 YACT3ew0 4, 总 有 lim 了 (w) = 了 (m0), 
eed 
现在 证 明 如 下 ; 
4， 显而易见 。 


全 如 果 徊 是 4 的 孤 点 ， 则 前 面 已 经 提 到 ， 我 们 必然 有 
Je -oo)， 如 果 知 E 如, 则 moE 了。 任 取 空间 下 中 点 


f(zw) 的 开 邻 域 六 , 习 mo 的 开 邻 域 D, st. 有 (DU ~ {zo}) CV, 但是， 
UN4-{m} CU~ {wo}。 所 以 当然 更 有 
FUNA- {zo Cr. 1 
例 跑 令 4=R 一 {人 0}, 并 且 YwzE4 令 


Ed 


TO 一 
于 是 产 个 >R, 又 0E 本 众所周知 lim f(z) 一 1 如 果 令 93:R- 良 
的 定义 如 下 ， 


YzE 册 9g(o) =f 0) gO0) =1, 
则 g 是 了 在 展 上 的 连续 开拓 ， 令 
B= ]~o%, -UULE, +oof, 
并 令 上 =g1B, 则 0 是 媚 的 一 个 承 点 ,并 且 
lim $e) =1. 
we 


3» 


和， 同 古 与 等 距 映 射 ”众所周知 ，R'_>R" 上 的 任何 一 个 仿 射 
变换 即 系数 行列 式 不 为 零 的 线性 变换 )， 虽 然 并 不 一 定 保持 R* 
中 两 点 之 间 的 距离 不 变 , 但 却 是 一 个 连续 的 双 一 一 函数 , 而 且 它 的 
反 函 数 . 广 :( 即 逆 变 换 ) 也 是 一 个 仿 射 变换 ， 因 而 广 + 也 是 连续 的 . 
还 可 以 举 出 一 些 与 此 类 似 的 例子 . “ 同 胚 "或 “拓扑 变换 "的 概念 就 
是 由 这 样 一 些 变换 的 概念 中 抽出 如 下 的 共同 点 形成 的 ， 变 换 是 连 
续 的 双 一 一 函数 , 并 且 它 们 的 道 变换 也 是 连续 的 . 

(5.18) 定义 设 于 与 了 是 两 个 随意 的 拓扑 空间 ， 并 设 
f: 卫 > 了 如 果 了 是 连续 的 双 一 一 函数 ,并且 它 的 反 函 数 了 + 也 是 
连续 的 , 那 末 ，f 就 叫做 空间 子 到 空间 工 上 的 一 个 同 厦 或 拓扑 映 
射 或 拓扑 变换 ; 此 时 空间 马 与 空间 蕊 叫做 同 厦 的 , 记 作 并 =Z@， 

如 果 了 是 空间 了 到 空间 了 上 的 一 个 同 胚 ,4 己 玉 , 并且 B 一 
F(C4)， 刚 称 点 集 4 与 点 集 了 是 同 且 的 , 记 作 4 必 B; 此 时 又 称 点 集 
了 是 点 集 4 在 同 胚 了 之 下 的 同 胚 象 或 拓扑 象 . 

同样 地 ,如 果 万 开 一 了 ,三 连续 , 并 且 44 握 王 , 则 (4) 称 为 点 
集 4 在 映射 了 之 下 的 连续 象 ， 如 果 了 ( 卫 ) = 了 ， 则 空间 了 称 为 空 
间 革 在 映射 了 之 下 的 象 空间 . 

当 了 是 空间 开 到 空间 了 上 的 连续 双 一 一 函数 时 ,了 "! 不 必 是 
连续 的 .现在 举例 说 明 如 下 : 

俩 中 令 工 = (Rd 了 工 = (R dd)， 即 也 为 一 离散 空间 ， 
了 为 % 维 欧 氏 空间 ， 车 取 己 等 函数 6e; 了 > 了 ， 则 6 为 连续 ,但 是 
e :7 一 人 显然 不 连续 , 因为 卫 的 任何 单 点 集 {2} 为 王 的 开 集 ,而 
人 (人 全) 一 (全 ) 一 地 在 了 中 内 闭 不 开 . 

由 此 可 见 ,连续 的 双 一 一 画 数 不 一 定 是 同上 是 . 

显而易见 ， 恒 等 水 数 6: 下 -> 是 随意 的 拓扑 空间 六 到 它 自 


名 当 立 二 了 时 ,也 常 称 空间 忆 与 六 拓扑 等 价 。 见 本 荆 , Kelley, General Topo- 
logy, p. 87. 
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身上 的 一 个 同 胚 。 如 果子 是 空间 马 到 空间 了 上 的 一 个 同 胚 ， 则 
全 是 三 到 总 于 的 一 个 同 是 ， 又 从 (5.9) 立 即 着 出 ， 如 果 了 是 空 
生 肝 到 空间 了 上 的 一 个 同 肚 ,9 是 了 到 空间 多 上 的 一 个 辣 胚 , 则 
复合 函数 gf 是 子 到 和 ZZ 上 的 一 个 同 且 。 由 此 可 见 , 空间 的 同 胚 关 
系 儿 是 一 个 等 价 关系 : 

(5.14) 设 王 ,了 ,多 是 拓扑 空间 、 那 末 ， 

1 ZZ 

2° XY HY TT 

38° 有 EVNAYSZRSIZ. 

间 理 , 拓扑 空间 中 点 集 的 间 是 也 是 一 个 等 价 关系 . 

(5.15) 定义 ”如 果 任何 拓扑 空间 或 者 它 的 点 集 的 性 质 能 在 
每 个 拓扑 变换 下 都 保持 不 变 , 那 末 , 这 个 性 质 就 叫做 拓扑 性 质 . 

集合 之 为 开 集 , 闭 集 、 点 集 的 闭 包 与 导 集 、 点 的 邻 域 . 序 列 的 收 
伍 性 以 及 第 四 节 第 4、5 两 款 中 所 列举 的 点 集 的 狂 质 都 是 拓扑 性 
质 


拓扑 学 就 是 研究 拓扑 空间 及 其 点 集 的 拓扑 性 质 的 一 门 数学 . 
我 们 在 下 面 去 讨论 度量 空间 到 度量 空间 上 保持 距离 不 变 的 一 
类 映射 ， 结 果 表 明 , 这 也 是 一 类 特殊 的 同 胚 . 
全 .16) 定义 设 ( 郊 , 四 及 (了 ,gf) 是 两 个 随意 的 度量 空 问 ， 
是 立 到 并 上 的 一 个 满 函数 ， 如 果 
Yo, 2) ERT, 
总 有 oF (8), fo) 一 do 2). 
那 末 ,了 就 叫做 空间 了 到 空间 了 上 的 一 个 等 距 喘 射 或 等 距 变换 ; 
此 时 空间 于 与 了 称 为 等 距 的 或 合同 的 . 
根据 定义 (6.16), 我 们 有 下 面 的 一 些 推论 : 
(6.17)” 几 等 距 映 射 都 是 单 函 数 , 因此 是 双 一 一 项 数 . 
证 这 是 因为 
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FO FO) 2(CFo,fD))=-0-aG Oo 一 52. 1 

由 (5.17) 可知 ,每 个 等 距 上 映 射 了 都 有 反 轴 数 六 ?， 或 者 换 句 话 
说 , 每 个 等 距 变 换 了 都 丰 道 变换 站 1. 

(5.18) 风 等 中 变换 了 的 道 变换 . 产 : 也 是 等 距 的 . 

证 Vly, yg)EYXY, 令 f= fy) = 则 (人 的 
EX 了 ,并且 了 (w) 一 yf(2) 一 YY， 于 是 有 

Of, F187)) dw, 2) = (Ff(0), Fo)) = dy, Y) 
所 以 从 定义 (6.16) 看 出 , 产 * 是 等 距 变 欣 . 了 

(5.19) 内 等 距 变 换 了 都 是 连续 的 

证 这 是 因为 ， 

Ya>0, 3é=s, HF'Ylw, EXXxXK, dw, ) <B 
UF, F(0)) -ee 7) <e. 1 

由 全 .18) 及 全 -19) 立 即 得 到 

(5.20) 定理 ” 扬 有 的 等 距 变 换 都 是 同 胚 . 

(8.21) 定义 如 果 度 量 空间 或 者 它 的 点 集 的 一 个 性 质 在 任 
何等 距 映 射 下 保持 不 变 , 但 却 不 能 在 每 个 同 号 下 保持 不 变 , 那 末 ， 
这 个 性 质 就 叫做 度量 性 质 . 

度量 空间 中 两 点 之 间 的 红 离 以 及 一 点 的 球形 邻 域 都 是 度量 性 


质 . 
拓扑 学 也 附带 地 研究 一 些 度量 性 质 ， 但 主要 是 通过 对 这 种 性 
质 的 探讨 来 曾 发 拓扑 性 质 . 
例 36 凡 n 维 欧 氏 空间 R* 到 它 自 身 的 正 实 变 换 都 是 等 距 映 
射 ， 反之 亦 然 、 特 别 地 ， 实 直线 RR>R 上 的 任意 等 距 映 射 了 为 
2>w 一 土 $ 十 a， 其 中 aER. 又 开 区 间 1 一 14, tL 作为 实 直 线 民 的 
(度量 ) 子 空间 显然 是 与 民间 胚 的 ， 事 实 上 ， 


YeE 1~1,  ， 令 Fo 一 名 可 


YY8 


则 见 了 是 -了 区 到 民 上 的 一 个 拓扑 映射 。 但 ] ~ 了 工 与 民 
明显 地 不 是 等 距 的 。 

例 27 设 玫 示 单位 球面 ; ep 1， 令 4 表示 它 的 
“北极 ”(0, 0, 1); 则 通过 球 极 平面 射影 9 (stereographie projection) 
立即 看 出 “ 刺 孔 球面 "57 一 {对 与 平面 zo~ 一 1 同 且 ， 从 而 与 坐标 平 
面 R? 同 肚 ，S? 一 人 2} 一 R. 


六 、 于 空间 " 积 空间 * 商 空间 


本 节 所 讨论 的 三 类 空间 具有 一 个 共同 的 内 容 , 即 通过 一 族 (这 
一 族 也 许 是 一 个 单元 族 ) 已 知 的 拓扑 空间 ,在 一 个 与 之 密切 联系 着 
的 集合 上 构造 一 个 最 小 或 最 大 的 拓扑 ， 使 与 这 些 已 知 和 新 构造 的 
空间 自然 地 相关 联 的 函数 都 连续 ， 因 此 , 作为 理论 上 的 指导 , 我 们 
不 妨 先 讨论 这 一 共性 . 


1. 集合 上 使 一 族 函 数 都 连续 的 最 大 与 最 小 拓扑 设 {(7。 
了 Fo)}aer 是 任意 给 定 的 拓扑 空 间 的 一 个 非 空 族 ， 工 是 任 一 非 空 集 
合 ,并 设 

Va€l, fo:X—>Fa. 

显而易见 , 互 上 的 离散 拓扑 Fo 一 饿 (下 ) 是 使 所 有 的 都 连续 的 
了 了 上 的 最 大 拓扑 。 不 过 这 个 拓扑 太 大 , 以 致使 空间 ( 卫 , F0) 没有 
芷 何 聚 点 ， 不 能 满足 我 们 今后 的 要 求 ， 这 是 一 个 一 般 说 来 无 足 轻 
重 的 拓扑 ， 集合 互 上 另外 还 有 一 个 无 足 轻重 的 拓扑 ， 那 就 是 站 
上 最 小 的 拓扑 侈 , 下}， 但 这 个 拓扑 不 一 定 能 使 所 有 的 西数 fo 都 
连续 , 因为 如 果 


@ 参阅 区 H. A. Newman, lements of the Topology of Plane Sets of Points, 
1954 pp. 64 一 65- 
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3UsE Fo, gb fii) Fp fat(Uo) FH, 
则 关于 折 扑 秽 于 }, f。 将 不 连续 ， 而 这 种 情形 是 完全 可 能 发 生 
的 . 那 末 , 能 使 所 有 的 fo 都 连续 的 到 上 的 拓扑 中 间 , 有 没有 一 个 
最 小 的 拓扑 呢 ? 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 . 
(6. 力 “定理 ”在 集 食 并 上 能 使 每 个 产 都 连续 的 拓扑 中 间 
必然 在 在 一 企 晤 小 拓扑 . 
证 令 
F={Uc XI3aEIAIWE Fo IU fa (WO)}. 
于 是 使 得 每 个 疡 都 连续 的 互 上 的 拓扑 必须 都 包含 4， 反之 亦 
然 . 因此 , 根据 定理 (3.11), 存在 着 和 上 包含 9 的 所 有 拓扑 中 的 
最 小 拓扑 , 它 就 是 下 上 出 集合 类 9 所 生成 的 拓扑 , 也 就 是 使 每 个 
函数 产 都 连续 的 尺 上 的 最 小 拓扑 . 了 
当空 间 族 {(7。 Fo)}aer 是 一 个 单元 旋 ( 即 标号 乐 了 为 单元 
集 ) 时 ， 上 而 问题 的 回答 要 简单 得 多 ， 这 时 使 产 驴 -> 了 连续 的 互 
上 的 最 小 拓扑 就 是 定理 (6.1) 证 明 中 的 集合 类 9. 
(6.2) 定理 设 f 是 非 空 集 食 卫 到 拓扑 空间 (YF 内 的 
一 企 珊 数 ， 令 
EN 
那 末 ,9 就 是 及 上 能 使 了 连续 的 最 小 拓扑 . 
证 ”我 信 只 须 证 明 .9 是 子 上 的 一 个 拓扑 ， 至 于 定理 中 剩 下 
的 部 分 则 是 显而易见 的 ， 为 此 , 设 {Ua}aer 是 集合 类 .7 中 元 素 的 
任 一 有 限 族 ， 那 末 ， 
VAEL 3V,E FD Uf 7). 
于 是 根据 (0.5.11)， 
Mat Nerf (TO = herT). 
既然 ,是 了 上 的 一 个 拓扑 , 闭 就 应 该 有 (hess E .9 .于 是 由 
集合 类 .7 的 定义 看 出 ,fusr Da E .7。 同 理 ,根据 (0.5.11) 可 知 ， 
«80. 


当 人 jjwes 为 中 元 案 的 随意 族 时 , 必 有 Uhes UE .入 

可 见 7 满足 开 集 公理 T1 与 2， 记 以 是 王 上 的 一 个 
拓扑 . 了 

(6.3) 定理 设 {Cr。 .Fo)jesr 是 拓扑 空间 的 -个 非 空 族 ， 
工 是 一 个 随 避 给 定 的 非 室 集 合 , 并 设 Ya E I fo: 卫 x-> 了 ， 那 术 ， 
在 集 念 世上 存在 着 能 使 每 个 上 都 连续 的 最 大 拓扑 . 

证 令 

3 一 tUcTiYacz 六 HOUODE Fo 
我 们 去 证 明 .9 * 是 站 上 的 一 个 拓扑 ， 为 此 , 设 {Ud 是 多 "中 
元 素 的 一 个 有 限 族 ， 那 末 ， 
ViEJAVaEz FOODE.9 


于 是 VaE 工 
Mer fa (DD) 一 FerDDE To 
因此 , 门 er IE 9" 设 人 0w}rwer 为 7* 的 任意 一 族 元 素 ， 同 样 
地 , Ya EI 
Ler fi (UW —fa (rex UD € Fo, 
故 Lher Use€ .9 “， 集合 类 .9 “既然 满足 开 集 公理 TIL 和 了 T2 
因此 “是 了 上 的 一 个 拓扑 . 
剩 下 的 是 要 去 证 明 , .7“ 是 能 使 每 个 f。 连续 的 最 大 拓扑 ， 设 
多 ,是 能 使 所 有 的 f。 连续 的 了 上 的 一 个 拓扑 ， 那 末 , 显而易见 ， 
UET SYa ED FE ZTE 
因此 ,F.c.F ”了 
很 明显 ,在 定理 (6.3) 的 条 件 下 , 了 上 的 最 小 拓 扩 他 耻 必 能 
使 所 有 的 甬 数 fs 连续， 而 了 上 的 离散 拓扑 则 不 一 定 能 使 所有 的 
天 连续， 作为 定理 (6.3) 的 特例 , 我 们 有 : 
(6.4) 系 设 了 是 拓扑 室 间 (和 :9 ) 到 一 个 非 空 集 仓 卫 内 
的 耳 数 ， 屠 末 , 艳 了 上 存在 车 能 使 连续 的 最 大 拓扑. 
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这 个 最 大 拓扑 称 为 关于 拓扑 9 和 函数 了 的 商 拓扑 ， 记 作 
3 人 


2 拓扑 空间 的 于 空间” 设 ( 琶 , 7) 是 任意 给 定 的 一 个 拓扑 
空间 ,4 C 闻 , 4¥8， 斌 君 内 射 函 数 让 4G 玉 根据 定理 66.3)， 
4 上 使 内 射 函 数 宇 连续 的 最 小 拓扑 是 

ZF/A=U SAIIV EF 0=T)=AND 
={4NVIVE SY. 

(6. 号 “定义 拓扑 空间 (4, 了 /4) 岂 做 拓 扑 空间 ( 玉 , 了) 的 
子 空间 .于 空间 (4, 多 /4) 的 任何 开 集 又 虽 做 子 空间 的 相对 开 
集 , 或 者 说 它 相 对 地 开 于 空间 (4 / 滑 中 . 


成 4. 于 是 拓扑 空间 (了, 儿 ) 的 任何 非 空 点 集 4 都 可 以 看 成 它 的 
子 空间 , 其 中 的 拓扑 就 是 所 谓 对 于 4 的 相对 拓扑 .9 74. 

例 品 由 定理 (2.44) 看 出 ,度量 空间 ( 互 , 才 的 任何 度量 子 
空间 4 同时 也 是 由 @ 导致 的 拓扑 空间 ( 瑟 ,Ga 的 子 空间 (4 
Fa 4). 

例 38 试看 单位 图 周 : 

St DE Rt}, 
S 作为 二 维 欧 氏 空 间 Re 的 子 空间 , 它 的 相对 开 集 由 开 弧 记 构 成 . 
显然 并 非 一 维 欧 氏 空间 ， 又 平面 或 三 维 欧 氏 空 间 中 任何 图 形 都 可 
以 看 成 是 它们 的 子 空间 . 

(6.6) 设 4 是 拓扑 室 间 且 的 一 个 子 空间 ,GC 4. G4 是 于 
空间 4 的 闭 集 合 习 了 的 一 个 闭 集 ,sg.1.G=4ANF. 

证 一 G 是 子 空间 4 的 办 集 态 4 一 G 相对 闻 开 于 子 空间 4 
中 一 习 互 的 开 集 Da. 二 4-G=4n 了 一 汪 研 的 开 集 Da 让 
G=4In GD 于 此 多 了 这 是 并 的 闭 集 。 

62. 


< G=4N 了 >4-G=4AN BF, 也 闭 于 卫 中 .可 见 4 一 G 
相对 地 开 于 4 中 。 故 G 是 子 空间 4 的 闭 集 . ] 

(6.7) 定义 子 空间 4 的 闭 集 又 叫做 和 4 的 相对 闭 集 ， 或 说 

后 广 的 于 空间 的 相对 开 梨 显然 不 必 是 的 开 集 ， 
这 从 例 29 就 可 以 看 出 ， 子 空间 4 的 相对 闭 集 也 不 必 是 空间 开 
的 闭 集 ， 例 如 开 区 闻 a, 5[ 相对 池 闵 于 实 直线 民 的 子 空间 4 一 
J4, 8[ 中 ,但 ]w 5[ 不 是 只 的 闲 集 . 

下 面 的 命题 的 真实 性 是 很 明显 的 

(6.8) 拓扑 空间 卫 的 子 实 间 4 的 得 个 相对 开 集 ( 闭 集 ) 同 
时 也 是 灾 间 工 的 开 焦 ( 闭 集 ), 当 而 且 仅 当 , 作为 点 焦 , 4 天 ( 国 ) 于 
中 . 

(6.9) 设 闷 与 二 是 拓扑 空间 , 4 是 工 的 子 空间 . 如果 
f: 了 > 了 连续 , 那 玉 ,了 在 4 上 的 限制 了 44 也 连续. 

证 事实 上 ,因为 i: 4G 卫 与 六 > 了 都 连续 , 并 且 /4 一 
fi 所 以 由 (5.9) 挫 出 ,f| 和 4 连续 ，3 

既然 拓扑 空间 交 的 子 空间 4 也 是 一 个 拓扑 实 间 ， 那 末 对 了 于 
空间 4 的 任意 点 集 马 来 说 ， 我 们 当然 可 以 谈 到 它 在 子 空间 4 中 
的 闭 包 、 导 集 等 等 ， 总 之 , 第 四 节 中 提 到 的 拓扑 梳 念 ,在 子 空间 4 
中 都 有 意义 ， 但 是 子 空间 4 的 相对 开 集 既然 不 必 是 空间 了 的 开 
集 , 那 末 , 这 种 情形 对 其 他 拭 站 概念 也 可 能 产生 ， 例 如 , 子 空间 4 
的 点 集 如 在 4 中 的 闭 包 显然 是 也 在 了 中 的 闭 包 与 4 的 交集 , 因 
而 这 两 个 闭 包 只 有 “被 包含 "的 关系 , 丽 不 必 相 等 . 


3， 积 空间 对 维 欧 氏 空间 Re 可 以 看 成 是 实 直线 民 的 nm 次 自 
乘积 ， 其 中 由 4 维 欧 氏 度 量 了 所 导致 的 拓扑 4 显然 能 使 每 个 坐 
靳 函数 连续 ; 而 且 我 们 将 会 看 到 , 拓扑 74 是 使 R*>R 上 的 每 个 坐 
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标 函 数 都 连续 的 最 小 拓扑 ， 招 这 个 事实 加 以 推广 , 我 们 就 得 到 “ 积 
空间 ”的 概念 . 

设 {( 了 e Ga)jeer 是 任意 给 定 的 一 族 拓扑 空间 Iz 令 
于 一 [lwer 了 。， 根 据 定理 (6.1)， 存 在 着 节 上 能 使 每 个 坐标 函数 
io: 卫 一 人 < 都 连续 的 最 小 拓扑 了. 

《6.10) 定义 这 个 拓扑 .9 叫做 笛 卡 尔 积 王 上 的 积 拓扑; 
拓扑 空间 (也 , 乡 ) 则 般 已 知 空 间 族 {( 了 a, Fe)}aer 或 所 有 空间 
开 e 的 积 空间 , 记 作 

Taer (Fo, Fo): (F, 9) 一 Joer (Fo, Fo). 
当 不 致 产生 误会 时 , 积 空间 (也 ,) 又 可 以 简 记 作 并 或 Tlacr 子 。。 

设 (了 ,29 ,) 是 一 个 随意 的 拓扑 空间 , 并 设 .9 及 .9 分 别 是 
六 及 Y” 上 的 积 拓扑 ， 那 末 积 空间 (Y", FD 与 CY*, 392 分别 
称 为 空间 (了 ,，.9,) 的 ”次 及 无 穷 次 积 空间 ， 也 可 以 分 别 简称 为 空 
间 了 的 % 次 及 无 穷 次 积 ,并 分 别 简写 成 Y* 及 了 ”. 

为 了 说 明 积 拓扑 的 结构 ， 我 们 先 取 两 个 空间 (Zs 93) 与 
(Zs, 3) 的 积 空间 (及 :xX XXa， 活 ) 为 例 ， 由 定理 (6. 了 0 的 证 明 看 
出 

Y={U EE BRIX EDIIW E FiUY Fs: 
U~pr'(W) YU=p(W)} 
是 拓扑 .9 的 一 个 亚 基 。 但 是 对 于 任意 的 i(i 一 1, 2)， 
WH E Th=1, 2, 8 0, WD WH E FT, 
又 Mi pr WEP) 一 生 (MN WH), (=1, 2) 
由 此 可 见 ， 
B={U € P(X1X Xa) [AW E FT1NIWE FD: 
U=p7 (WD N pa (Wa)} 
基 积 拓扑 的 一 个 基 . 但 是 根据 (0.5.16)， 
PI WON pi WD WiX Wa, 
64. 


因此 ， 
B= {UE P(E XK) IIWY, WI) ETIX Fa FU—Wi XWS}. 
于 是 根据 定理 (3.6), 我 们 得 到 下 面 的 命题 : 

(6.11) 积 空间 1X 了 :的 点 集 斑 开 于 实 间 1X 和 Xs 中 仿 


EWiXWaAWi XWaC TY. 


如 果 空 间 ( 开 :， .9 1) 的 拓扑 .91 有 一 个 基 强 , 空间 ( 玉 s, 3) 
的 拓扑 .2 有 一 个 基 和, 那 末 积 拓扑 的 基 可 以 提炼 成 
B={UE PKIXKT) IWY, WE Bx: 
U=WixW}. 
事实 上 , Y(U Ta)E X95, 习 纪 中 的 一 个 族 { 术 Pher 
与 名 中 的 一 个 族 { 卫 人 }rer, st. 
Ue WD, Us~Ler We, 
但 是 容易 证 明 
UixUs=Uher WH xUher WHR=Ueverxr WO x WE, 
由 此 可 匈 ， 乡 , 的 确 是 积 拓扑 F 的 一 个 基 . 这 就 证 明了 下 面 的 命 
题 . 
《6.12) ”如 果 空 间 ( 有 1， .7D 与 空间 (下 a, .F3) 的 拓扑 71 与 
了 分 别 以 统 与 细 为 它们 的 基 ， 网 上述 多 .是 积 拓 扑 .的 基 . 
换 句 话说 ， 
VET OYEV, WEBAIWE BYTEWIXWIEV, 
例 30 试看 实 直 线 民 的 二 次 积 空间 (R2, .9 ) 以 及 二 维 欧 氏 
空间 (RF a)， 其 中 9 是 二 维 殉 氏 度量 & 所 导致 的 拓扑 ， 不 难 
看 出 ,了 一 .F774, 从 而 积 空间 (Re， .9 ) 就 是 二 维 欧 天 空间 (R .9 s) 
事实 上 , 所 有 有 限 开 区 间 (又 称 一 维 线段 ) ]a, 85[ (<< 切 组 成 了 民 
上 的 自然 拓扑 ( 即 一 维 欧 氏 拓扑 ) 的 一 个 基 ， 因 此 根据 (6.412)， 所 
.85 . 


有 的 二 维 线段 ( 即 矩 形 的 内 部 , 又 称 开 和 矩形 ) 
la, 5[L x le, a[ (e<o), 
组 成 积 拓扑 的 一 个 基 鹏 .又 二 维 欧 氏 (度量 ) 空间 (RS, 田中 
的 所 有 开 同 组 成 拓扑 74 的 一 个 基 用 . 现 在 任 取 一 个 及 E .Fu 
并 且 任 取 一 点 z= (2 Y) EV。 于 是 必 有 
开 图 BC%, 7) € Ba (7>0) st. BG, 他所 和 
车 取 正 数 s<r, 并 令 8-~ M3 一 85 则 见 
2€l2—8, 2+el X Jy—6, y+ BG, r) CVT. 
这 样 ,从 (6.12) 看 出 ,FE 9， 因此 ,.98 I， 同 至 , 因为 对 于 任 
何 二 维 线段 情 E 红 , 以 及 任何 一 点 zE 已 
8>0, ea.t, 开 圆 吾 (2 8) BR, 

所 以 VEIHATVE Fa. 
由 此 可 见 , 一 Fs， 这 同时 也 就 证 明了 在 平 画 上, 由 欧 兵 度量 
所 导致 的 拓扑 .9s 是 使 坐标 函数 2 与 ps 都 连续 的 最 小 拓扑 . 

以 上 所 说 很 容易 推广 到 任意 有 限 个 空间 的 积 空间 去 .比如 说 
我 们 去 推广 例 30 中 提 到 的 一 维 及 二 维 线段 的 概念 ， 设 实数 < 如 
G1 2 =Isi6 则 天 称 为 维 欧 
氏 空 间 R" 中 的 % 维 线段 或 n 继 开 长 方 体 ; 又 P" 一 Ts 入 称 为 
维 超 平行 体 或 ” 维 长 方 体 , 其 中 和 一 [m, 如 ， 显 然 一 维 超 平 行 体 ， 
即 为 有 限 闭 区 间 [4, 9] (a<5), 也 称 纵 节 (segment)。 

现在 让 我 们 来 讨论 一 般 依 形 . 

(6.18) 定理 积 空 间 ( 芝 ,ZJ 一 [eer 《370 的 一 个 点 集 
WEF YEEWIMENIY EE AI ETAIULE TI: 
“EI Du mm USEW. 

轩 参考 8. Lefschetz, Algebraie Topology, Pp. 全 . 又 此 处 的 线段 与 线 节 二 术语， 


源 出 于 我 国 《几何 基础 y 中 惯 内 的 译名 。 故 线段 不 含 任 何 边 界 点 ， 而 线 节 则 包含 共 边 
鼻 . 
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证 只 须 证 明 
B= {VEP CF)|ImENID YEEAm) I EIAIV ET I 
六 = 了 E04 …, U4)} 是 积 拓扑 7 的 一 个 基 . 

事实 上 , 从 定理 (6.) 的 证 明 看 出 

y= EPR) I EIAIT E Ti IT =pri (V0)} 
是 积 拓扑 9 的 一 个 亚 基 ， 这 里 全 为 积 空间 了 到 空间 且 ! 的 纪 坐 
标 映射 ， 于 是 .9 中 元 素 的 所 有 有 限 交 组 成 积 拓扑 多 的 一 个 基 
多 ” 但 是 ， 

YEETADPES3 (b=1, 2,., m), 
NE pr UH) pr NR UD), 
而 门生 1 IE Fi、 因此 
BV EP KImENI VIE A(m)I EINIUE FI 
V = pa UY, 
可 是 根据 (0.5.16)， 
ME pe Uw) THU To Un), 
因此， 
声 !={FEZ(E)|3mEN3Y8E4m) 习 加 ET 人 aeEw3， 
P=IU,, Us, Ur)}. 

由 此 可 见 ,， 鹏 "= 及 ,了 

我 们 可 以 把 命题 (6.12) 推 广 到 一 般 情形 : 

(6.14) 设 (X,， 7) 一 TsrZ :2 并 设 42E 级 是 抵 
站- 多 的 一 个 基 . 


WETOVYrEWIMENI VEE A IWNETIAIU E Bassh 


2EII Us Uw) SW. 
证 明 从 略 . 卫 
(6.16) 系 设 (Z， 乡 ) 一 Jo (Zo 2G0 并且 YiE4(， 
纺 是 拓扑 71 的 一 个 基 ， 那 玉 ， 
a。87 。 


WEFT OV EWNYIEA), IU ED I. 
EI EW. 

换 名 话说 ， 

轨 =E2J(CEIYEE4O VU EB IV -NU 
其 积 拓扑 .7 的 一 个 基 . 

{6.16) 定义 设 交 与 了 是 两 个 随意 的 拓扑 空间 ， 并 且 设 
天 了 > 了 。 如 果 泛 数 了 映射 开 集 , 妈 Y 且 的 开 集 可 ,了 (DU) 总 是 开 
集 , 那 末 , 了 就 则 做 一 个 开 函 数 ; 如 果子 映射 闭 集 , 那 未 了 就 叫 和 化 一 
个 彤 函数 . 

显然 , 几 拓扑 映 射 都 既是 开 函 数 又 是 闭 庙 数 , 但 连续 遂 数 则 不 


然 . 
《6.17D 定理 设 革 =]]er 怀 :是 一 个 积 空间 , 那 来 ,YiG1， 
投影 如 都 是 积 空间 工 到 空间 了 ,的 开 函 数 . 
证 设 到 是 积 空 间 了 的 一 个 随 党 开 集 ， 任 到 一 个 标号 
如 果 开 = 多 则 Pr( 下 ) 当然 是 空间 XZ 的 开 集 设 玉 呈 
在 pu《 形 ) 中 任 取 一 点 2%， 于 是 邢 中 必 有 一 点 w 它 的 宫 
扩 . 根据 定理 (6.13), 习 标 号 集 工 中 的 色 个 标号 秘 
徊 以 及 空间 卫 s 的 开 售 Uh (bh 一 1 2, ,2)， 9. 起 
EU Us, », UECW, 
如 果 YEEA(m), 各 到 各, 则 显然 
PIU Us ~, Um)) = Kp (W), 
从而 (到) 一 全 ww 所以,(V) 是 空间 的 开 集 、 如 果 36E 
有 有) ,8. 世 = 训 ， 则 
PH Us Uw pp， DT) 一 De 
从 而 mc Dac 色 () 于 此 D 即 7 是 了 Xi 的 开 集 ， 由 于 
是 (到 ) 中 的 任意 点 ,可见 当 Pro,(W) 类 蔗 时 ， 它 也 仍然 是 空间 
也 的 开 集 ， 因 此 任何 投影 都 是 开 珊 数 ，] 
8688. 


读者 可 自行 举例 说 明 , 投影 不 必 是 闭 函 数 . 

例 31 设 了 ={0, 只 为 一 离散 空间 ， 那 末 ,， Yn€ NN, 显然 积 
空间 子 " 仍然 是 一 个 离散 空间 ， 然 而 积 空间 工 " 却 不 是 离散 的 ， 
事实 上 , Yn€EN, 

pr (0) =pr1({0)) = {2 € Z| 

一 (ob ta, ,wh, 7 ) A vn 0} 
和 pr 0) pr = € Xl)y 

一 (oa 0 0) 人 w= 二 2} 
都 是 无 穷 集 , 并 且 易 见 ,构成 积 拓扑 的 基 的 每 个 元 素 , 除 空 集 外 , 也 
都 是 无 穷 集 ， 由 此 可 见 , 积 空间 瑟 " 的 每 个 非 空 开 集 都 是 无 穷 集 。 
因此 , 积 空间 卫 ”" 不 是 离散 的 , 并 且 它 的 每 个 单 点 集 

{fo} = {0 和 0 t,o)} 

都 不 是 开 集 (容易 证 明 , 它 是 闲 集 )， 但 是 ， 由 于 {2} ~ 了 [1 {ow}， 
而 单 点 集 {2。} 开 于 革 中 ， 可 见 他 的 无 穷 多 个 开 集 的 向 卡尔 积 不 
一 定 是 积 空间 之 ~ 的 开 集 . 


4 函数 的 分 支 函数 与 函数 的 连续 性 ”在 这 一 款 里 ,我 们 讨论 
的 是 值 域 是 积 空间 的 点 集 或 定义 域 是 积 空间 的 连续 函数 . 

(6.18) 定义 设 了 是 集合 互 到 笛 卡 尔 积 TierzZ 内 的 一 
个 函数 , 并 令 

六 一 和 

那 末 ,: 辽 > 了 4 叫 艇 画 数 了 的 4 分 支 函 数 . 

(6.19) 定理 拓扑 空间 三 到 积 空间 了 一 JJtsr 了 ,内 的 机 数 
f 连 续 合 YiEI, 了 的 6 分 支 画 数 及 连续 . 

证 芒 ， 当 了 连续 时 ,因为 Yi E 工 投影 和 连续 , 所 以 由 定义 
人 .18) 看 出 , Vi ET, 天 必然 连续 ， 

全 设 了 的 每 个 分支 画 数 天 都 连续 ,并 设 品 是 积 空间 了 的 
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任 一 省 集 ， 如 果 z 是 了 +《U) 的 随意 一 点 , 则 了 (zw) EDU， 根据 定 
理 (6.13), 习 m 个 集合 0 Ui， UD, 9. Uw 开 于 空间 了 中 
全 一 二 2，，…， m) 并 且 
fw) EIU To … UI) ECU. 
由 此 可 见 ， 
2E FO, Uw, UI SF DO), 
但 是 
FU Us …， UW) I 
f(gr (UO N pa (UW NN pa Ga] 
FoR (UNF pO NN Fp UN.) 
= (DW NF VO) NN FED). 
由 于 RD (%=1 2,…， "nm) 是 空间 下 的 开 集 ,因而 
FA (Us, Du Ue)] 
是 空间 子 的 开 集 ， 由 此 可 见 , "7() 是 它 的 任意 点 2 的 邻 域 , 所 
以 (四 ) 开 于 空间 互 中 ， 根 据 定理 (56,6), 函数 了 是 连续 的 . 卫 
例 纲 在 前 一 节 第 4 款 的 开头 处 我 们 曾 提 到 过 R*->Fr 的 念 
射 变换 
an oa 
于 此 ,Vi€ 4(n)， 
f= 寅 om (lonl +0) (9) 
根据 定理 (6,19), 仿 射 变换 f:R">R" 的 连续 狂 是 显而易见 的 . 这 
是 因为 ,Yi € 4(m), 了 的 第 和 分 支 函 数 记 :RR*->RR 由 方程 (*) 所 决 
定 , 面 实 值 线 性 函数 的 连续 性 是 众所周知 的 。 


令 了 为 积 空 间 五 ;X 下, 到 拓扑 空间 六 内 的 一 个 函数 ， 并 令 
人 oo 1) 为 于 1X 下 中 的 一 个 点 。 如 果 函 数 了 在 点 《eo, go) 处 过 
9， 


续 ， 根 据 定 义 66. 申 , VY (oo go) 的 邻 域 也 广 ((P) 必 须 是 点 
(eo, 90) 的 一 个 邻 域 ， 于 是 根据 (6,11), 习习 ;的 开 集 D: 与 Zs 的 
开 集 Da， 8. t. ， 

(m0, Yo) E Usx Us 广 :(P). 
换 名 话说 ,习习 :中 点 m 的 一 个 开 邻 域 三 及 三 s 中 点 加 的 一 个 开 
邻 域 Us, socE UhNy E Us 9 EV., 

反之 , 如 果 上 述 条 件 满足 , 则 了 显然 在 积 空间 下 i x 入 的 一 点 
《ao 90) 处 连续 

以 上 擅 论 明显 地 可 以 推广 到 任意 ”个 空间 的 积 空间 去 .因此 
我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

(6.20) 定理 了 是 积 空间 Js 不; 到 空间 了 内 的 连续 函数 
全 Ya 机) EE 人 Y 了 中 点 了 (w8， 矶 … 地) 的 邻 
城防 习 Z, 中 点 台 的 开 邻 域 U Gi 二 1 2; :7 巩 , Vm EU 
UL 总 有 了 (Co mm EV 

定理 (6.20) 显 然 是 关于 多 元 函数 连续 性 的 柯 西 (Oauohy) 定 义 
的 推广 ， 关 于 这 个 事实 , 我 们 将 更 进一步 阐明 如 下 : 

(8.30) 设 YEE 40), .Fs 是 谋 量 空间 (下 必 ) 上 度量 骂 
所 导致 的 拓扑 , 并 设 了 是 积 空间 

(LFTs (Xu FO 
到 某 一 度 景 空间 (Y, 内 内 的 一 个 函数 。 那 末 ， 
了 连续 多 Yo 一 ( 克 吧 EXAYs>0 38>03。 
DB (0 Wa, 1 Wn) ER AYERE A(n), dnlwr, od) < 
二 dg， fr0)) <e. 

证 芒 ， 由 定理 (6,20) 知道 Ym 一 ( 史 , 坊 …, 0) € 了 人 
Ye>0, 习 空 间 子 ; 中 点 碟 的 一 个 开 邻 域 U (4=1, 2, … 中， 
hi YhE A A EU 有 

Fe) =f (v1 mo «°°, Wn) E Belf (m0), 8), 
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其 中 Be(f(wo)，e) 表示 度量 空间 了, 四 中 以 点 flaw) 为 中 心 ， 
8 为 半径 的 开 球 ，Yh€ 4( 中 ,由 于 U 关于 拓扑 .9* 是 开 集 ， 且 
碳 & Uy, 因而 3.>0, 8 Bs.(o% 5%) CC Us, 其 中 Ba.(o%, 3) 表示 
空间 (ZX 由) 中 的 开 球 ， 令 3 一 min Bx， 于 是 YbEAln) AoE 三 
lm, WW) LE VE, we E Ba, (Rh, dx) 
一 Yi mE Us f(%) € Ba(f (m0), as) 
AF (0), Flo)) <e. 

对 ,Y==( 哆 雹 8) EE 芝 以 及 (了 ,外 中 的 点 flwo) 的 
邻 域 了 ,3 a>0, a. 4. Bs( 了 (mo), a) CV 了， 由 于 条 件 满足 ， 对 于 这 
个 6, 386>0, as.t. 

B= (Wb, Wa, po Hn) E RAVEE An), dlwy, oh) < 

AF 0), f(80)) <s. 
换言之 , Yh &€ 4(m)， 

wy € Bo 8) FH) EE Balf lwo), as) 一 FED. 
由 于 每 个 By.(o%, 站 是 空间 (Xx, Fa) 中 点 台 的 开 邻 域 , 可 见 定理 
《6.20) 中 的 条 件 满足 ， 因 此 , 函数 了 是 连续 的 ，】 

例 8 试看 " 维 欧 氏 空 间 R" 上 的 实 值 函数 :Rr>R， 我 们 
已 经 知道 R" 可 以 看 成 实 直 线 民 的 nn 次 积 空间 (参看 例 30)。 由 于 
在 实 直线 民 中 ， 

人 9 ERxR=> A(%, 9) = |2—yl, 
因此 从 (6,21) 我 们 立即 得 到 下 面 的 命题 : 

I 于 在 民 的 一 点 zo (wb, 雹 ,…, 8) 处 连续 兮 Vs>0， 
习 3>03 

B= (m1, Va, Wo E RNAV hE AGn), | 加 一 中 | < 
S|) 一 Feo) | <s. 
这 正 是 柯 西关 于 多 元 函数 在 一 点 处 连续 的 定义 ， 
“02 ， 


设 4z# 久 4CR mo (0 坊 …, 20) € 4， 并 设 f:4—3R。 
如 果 把 点 集 4 看 成 积 空间 R" 的 子 空间 , 那 末 , 我 们 立即 君 出 ， 

II. 子 在 4 的 一 点 wo 处 连续 售 Y8>>098>03… 

w= (Vi, Wa, oo, Ln) EANVEE AR), Iw —oti| <8 
DIF) ~f (00) | <s. 
特别 地 , 当 %~1, 4 一 [4 站 (6< 丰 时 ,命题 开 变 成 ， 
了 在 区 间 4= [w, 四 上 一 点 mo 处 连续 他 
Ye>0, 36>03.:% EAN ls—mol <B 
If (0) -oo | <e. 

这 在 < 数学 分 析 > 中 是 为 人 们 所 熟知 的 函数 在 一 点 处 连续 的 定 
义 , 其 中 的 条 件 称 为 关于 函数 连续 性 的 柯 西 条 件 . 

由 (6.9) 君 出 ， 如 果 f:R*>R, 4CR 4 人 那 末 f 在 Re* 
上 连续 之 了 14 在 4 上 连续 ， 

所 谓 的 “在 和 4 上 连续 ”, 意 即 在 4 的 每 个 点 处 都 迷 续 . 

利用 (6.21) ,我 们 去 证 明 下 面 的 命题， 

《6.22) 每 个 度量 空间 (入 , 办 上 的 度 基 了 都 是 积 空间 工 * 上 
的 连续 实 值 孟 数 . 

证 邻 (wo,%o) 为 空间 互 ? 中 随意 给 定 的 一 个 点 ,并 令 人 幼 
E 民 ?， 显 而 易 见 ， 

do 几 一 &o yo) <d (go, WD), 


又 dl%, go) — dly, yo) <dl%, Y) 

或 者 Go, WD) —d(%, yo) > —d(yo, Y), 
所 以 lal%, WD 一 (ce yo) | <d (yo, WD). 
同 理 IgG go) —d (wo, Yo) | Ed (Lo, 4). 
由 此 推出 ， 


ee WD aw0, go) | < 1d(%, 9) —d(%, yo) | 
十 la 人 Go go) —d (wo, go) | <d (m0, 2) +d yo, Y) . 
aa 93 。， 


因此 , Ve>0, 可 取 8 一 避 . 于 是 当 (mu 2) <8 a (yos 功 <8 时 
必定 有 
lalw, WD doo, yo) | < 各 + 竺 一 e. 


所 以 4 在 空间 及 ?的 任 一 点 wo, go) 外 都 连续 ， 从 而 在 了 ?上 连 
续 . ] 


5% 将 空间 下 面 所 讲 的 仍然 是 由 已 知 拓扑 空间 构造 新 拓扑 空间 的 方 
法 , 不 过 这 一 回 是 在 利用 等 价 关 系 给 空间 以 分 类 而 得 到 的 商 集 上 定义 适当 的 
拓扑 
《6.23) 定义 ” 设 ( 蕊 了 ) 为 任 一 给 定 的 拓扑 空间 , 有 为 了 上 的 一 个 等 
价 关系 ， 并 设 4 为 也 到 商 集 /B 上 的 自然 映射 ( 即 商 映 射 )、 商 集 生 /上 
使 4 连续 的 最 大 拓扑 ,也 就 是 商 拓 扑 了 /9 今后 将 记 作 了 /有 R， 我 们 称 拓扑 空 
间 (Z/ 及 ,F/B) 为 关于 空间 (了 , 攻 ) 与 等 价 关 系 马 的 商 空间 , 
商 拓扑 /BRB 也 叫做 鼻 合 拓扑， 高空 间 (Z/B, 了 /及 可 以 简 记 作 /EE。 
从 定理 从 .3) 的 证 明 可 以 看 出 ,商丘 扑 
F/R={UE PE/B I) Es}. 
高 空间 了 /RB 也 叫做 由 拓扑 量 合 法 而 得 到 的 空间 ， 因 为 它 可 以 看 成 是 在 空间 
对 中 把 在 等 价 关系 B 下 等 价 的 点 重合 为 一 个 点 而 得 到 、 
例 84 令 
A={%, ER s+ ED, 
即 于 为 一 (二 维 ) 辐 盘面 (简称 盘 商 )。 把 开 看 成 平面 R? 的 子 空间 ， 并 于 其 
上 定义 一 个 关系 如 如 下 : 令 
2 的 与 了 一 人 3) 
为 对 中 任意 一 对 点 , 并 令 5 且 s'eys=#'Vz 与 # 为 同一 直径 的 两 个 端点 , 即 
+= 人 的 一 《一世 一 殷 . 
不 难看 出 ,如 是 和 上 的 一 个 等 价 关系 。VYz E 总 当 s 为 也 的 内 点 时 , 则 包含 
# 的 等 价 业 3 一 {2}, 否则 5={5, 时 ,而 < 与 ?为 开 的 对 径 点 ,这样 , 商 空间 
瑟 / 忆 显然 与 射影 平面 同 胚 ; 实际 上 ， 它 是 射影 平面 的 一 个 模型 ， 所 以 我 们 也 
把 它 叫做 一 个 射影 平面 , 它 是 用 拓扑 登 合法 , 通过 登 合 盘面 了 的 对 径 点 而 得 
到 的 . 
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如 果 我 们 把 Re 中 的 球面 空 + 多 十 的 开 的 对 径 点 用 拓 执 和合 合法 释 合 起 
来 ,我 们 又 得 到 一 个 射影 平面 的 模型 . 

例外 设 好 是 拓扑 空间 互 的 一 个 非 室 点 集 ， 并 设 2 与 y 为 空间 的 
任意 一 对 点 。 令 关系 的 定义 如 下 ; 

sRyols—DY (wy hs, HE MxM)., 
这 样 一 来 , 甩 显 然 是 立 上 的 一 个 等 价 关系 ,而 且 当 sw 叶 耻 时 , 包含 2 的 等 价 
类 z= 性 }, 否则 z= 下 .因此 在 商 空间 辽 / 玉 中 集合 下 被 看 成 一 点 ， 换 旬 话 
说 ,如 果 在 空间 马 中 把 歼 的 各 点 “重合 "一 合 ) 起 来 成 为 一 个 点 , 其 他 各 点 不 
动 ( 即 把 单 点 集 仅 } 看 成 点 2), 那 末 , 所 得 就 是 空间 /BB. 

《6.34) 定义 如 果 f 是 拓扑 空间 (了 , 97? 到 拓扑 空间 (也 F711) 上 的 一 
个 满 冰 数 , 那 末 ,了 就 叫做 一 个 登 合 函数 ， 空 间 ( 马 F/ 有 ) 叫 做 关于 拓扑 及 
函数 了 的 又 合 空间 ， 又 高 拓扑 了 /f 也 可 以 叫做 关于 拓扑 玉 及 函数 了 的 驮 合 
拓扑 ， 

我 们 知道 ,对 于 每 个 函数 了 ;了 -> 卫 , 在 于 上 总 有 一 个 由 开导 出 的 等 价 关 
系 妨 , 而 由 及 上 的 一 个 已 知 拓扑 六 及 关系 3， 我 们 就 得 到 一 个 商 空间 
(了 X/ 有 B，F/R)， 我 们 现在 要 去 研究 ,在 了 为 满 函 数 的 条 件 下 ， 这 个 商 空间 与 
双全 空间 (了 7 站) 之 间 的 关系 ， 

《6.5) 定理 如 果 f 是 拓扑 空间 (了 , 7) 到 拓扑 空间 (了 的 上 的 一 个 
连续 的 开 或 闭 的 满 郧 数 ， 则 了 是 一 个 熏 合 函数 ， 换 名 话说 , & 一 3V1- 

证 如 果 了 是 一 个 开 函数 ， 并 且 喜 c 也 st. 了 (D0) 开 于 空间 及 中 , 则 
T=~ 朱 广 :CD] 是 空间 了 工 的 开 集 ， 于 是 

Uesy/f=> Ue%, 
因此 , 7V/fc @， 但 是 了 是 连续 的 ,而 了 1f 是 了 上 能 使 了 连续 的 最 大 拓扑， 
所 以 我 们 又 有 镶 C FAf， 南 此 可 见 ,% 一 9/f, 从 而 根据 定义 6.24 知 道 了 是 
一 个 理 合 函数 . 

当 了 是 闭 函 数 时 ,定理 不 礁 仿 上 得 到 证 明 。】 

这 个 定理 告诉 了 我 们 , 开 的 或 团 的 连续 满 函数 以 及 它 的 定义 域 的 拓 着 完 
全 快 定 了 值 城 的 拓扑 ， 册 此 可见 , 积 空间 ( 互 , 9 ) =IIsCXe a) 的 每 个 沧 标 
映射 pe 都 是 积 空间 有 到 坐标 空间 和 上 的 亚 含 沙 数 ， 这 是 因为 ,pu 是 开 的 
连续 满 函 数 ， 我 们 知道 , 积 拓扑 爷 是 使 所 有 和 坐标 映射 po 连续 的 最 小 拓扑 ; 可 
是 坐标 空间 的 拓扑 9s 则 是 使 po 连续 的 也。 上 的 最 大 拓扑 . 

(6.26) 定理 设 了 是 空间 开 到 空间 了 上 的 一 个 倒 合 函 教 ， 又 8 十 卫 
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划 空 间 2 内 的 一 个 更 数 . 那 未 ,9 连续 介 27 了 连续 . 

证 设 品 开 于 空间 如 中 ,并 设 合成 消 数 9 了 连续 ， 那 末 , (9 有 10) 一 
fenLCC)] 开 于 空间 互 中 .由 于 工具 有 重合 拓扑 ， 可 见 所 1CDU) 是 空间 了 
的 开 集 ， 了 既然 9 反射 开 集 , 那 未 ，9 就 必然 连续 ， 反 过 来 这 一 层 是 完全 明 鼠 
的 . 了 

妈 .27) 定理 设 了 是 拓扑 空间 (ZX， 2 到 集合 了 工 上 的 一 个 满 柚 数 ， 并 
设 五 是 由 函数 了 在 苹 上 所 导出 的 等 价 关系 ， 屠 未， 高 空间 (ZX/B,， ZLB) 改 
然 与 又 辣 空 间 ( 了 YF/ 站 同 且 : 

CR F/B T, TY), 
证 因为 了 上 的 等 价 关系 忆 是 由 了 导出 的 ,所 以 
ZX/E= {EHX rE X, =f°LF(D)Y. 
YyE 了 令 g(y) 一 /1(Y)， 那 末 ,9 显然 是 了 到 /BR 上 的 一 个 双 一 一 函数 ， 
从 而 g 有 一 个 反 函数 g!: 玉 /R33 了 ， 设 9 是 下 到 /有 BR 上 的 商 映 射 于 是 
Ys€ X, 90) 一 2= 广 Cr] 可 见 
gr 了 9 9. 

根据 (6.26), 因为 了 是 委 合 函数 ,了 : (ZX, 了 ) 一 (了 9/ 有 ), 并且 由 一 9 是 空间 
( 世 , 了 到 商 空 间 (X/B /人 上 的 连续 函数 ， 所 点 9 是 空间 (Z 3/ 站 到 室 
间 ( 习 /BR 7 了 /到 上 的 连续 函数 同 理 , 得 为 商 映 射 是 (总 2 到 ( 开 / 忆 97B) 
上 的 秋 合 函数 ， 了 了 连续 , 卫 了 一 9 -19， 所 以 9 :也 连续 。 由 此 可 见 ，9 是 空间 
〈 91 用 到 空间 (ZX/ 忆 7 了 /本 上 的 一 个 网 耳 . 了 

任意 给 定 一 个 拓扑 空间 (了 , 了 )。 定理 (6.27) 是 从 任意 事先 给 出 的 一 个 
集合 工 和 一 个 满 函 数 了 ;及 -> 了 出 发 ,然后 由 了 导出 世上 的 一 个 等 价 关系 马 
从 而 构造 了 两 个 合 合 空间 (Z/ 妃 8/R) 与 (了 ,F971 站 最 后 判明 ; 

ZX/B, F/B (Y, FI), 

当然 也 可 以 把 上 述 构 造 程序 颠倒 过 来 ， 事先 在 了 上 任意 给 出 一 个 等 价 
关系 已 并 随意 构造 一 个 与 商 集 /BB 等 势 的 集合 了 ,并 设 g 是 /RR 到 了 上 
的 一 个 双 一 一 函数 ，4 是 并 到 商 集 /的 自然 映射 ， 现 在 定义 也 到 陪 上 
的 一 个 满 函 数 了 如 下 ， 了 一 9 gq。 这 样 一 来 ,了 渔 数 了 在 上 所 导出 的 等 价 关系 
显然 就 是 已 知 的 等 价 关系 ， 于 是 引用 定理 (6.27), 仍然 得 到 

(EJ/B, F/B (LT, FP). 
因此 我 们 得 到 下 面 的 
(6.28) 系 设 记 是 拓扑 空间 (X,， 7) 上 的 一 个 等 价 关 系 ,并 设 卫 是 与 
90 。 


高 入 XJ 等 娄 的 任 -集合 ， 那 未 存在 凑 工 列 工 上 的 一 个 满 现 数 疙 舍得 
/BT BS SL, 


七 、 等 价 度量 "度量 积 


我 们 现在 回 到 度量 空间 ， 去 讨论 在 同一 个 集合 上 的 两 个 不 同 
的 度量 , 它们 在 什么 条 件 下 导致 在 这 个 集合 上 为 何 一 拓扑 , 并 讨论 
度量 空间 的 积 空间 的 度量 化 问题 . 


1. 等 价 度量 在 同一 个 集合 上 可 以 定义 若干 个 不 同 的 度量 ， 
例如 在 例 工 至 例 4 中 , 在 同一 个 实数 系 愉 上 我 们 就 定义 了 四 个 不 
同 的 度量 ， 从 而 构造 了 四 个 不 同 的 度量 空间 .但 它们 所 导致 的 拓 
扑 是 否 也 彼此 不 同 最? 如果 在 同一 集合 上 的 两 个 不 同 的 度量 导致 
同一 拓扑 , 那 末 , 这 两 个 具有 这 些 不 同 度量 的 度量 空间 将 转化 成 局 
一 个 扑 拓 空间 ， 这 种 情况 在 很 多 数学 问题 上 都 有 必要 加 以 考 上 处， 
下 面 我 们 就 米 对 此 进行 探讨 . 

(Y-1) 定义 设 G 与 & 是 同一 个 集合 卫 上 的 两 个 度量 . 如 
果 & 与 中 导致 字 上 的 同一 拓扑 , 那 末 , 4 与 必 就 叫做 等 价 度量 

我 们 去 证 明 下 面 的 

(7.2) 定理 设 4 与 是 集合 全 上 的 两 个 度量 . 度量 4 与 
外 等 价 今 

1° Va EXRAVYs>0, 36>09°y E ZAd le, WE 

ay, WD LBs 

2° VoE HAYe>0, 36>03:y ERA, WE 

Vw, Ws, 

证 全 .Yo 台 呈 人 Yea>0 令 Blw, 8) 表示 关于 度量 Q 的 

开 球 , 并 令 Fa 与 .Fw 分别 表示 由 度量 4 及 吕 所 导致 的 六 上 的 拓 
a 


扑 . 部 果 4 与 @ 等 价 , 则 Fa 一 Fv 从 而 Ba(w，s) 不 但 关于 拓扑 
2s 而 且 关于 拓扑 .9e 也 是 开 的 ， 如 此 , 由 于 2 E Balw, 8)， 因 而 
必 有 8>0 s.t. Ba (%, 芒 王 到 人 8), 于 此 , Be (ww 8) 是 关于 度量 
中 的 开 球 ， 所 以 
yE LN, < Y E Bo 6) 
Sy EE Bly, s)>d(s, Y) <s. 
这 证 明了 条 件 1° 是 必要 的 ， 同 理 可 证 , 条件 2° 也 是 必要 的 . 
年. 设 条 件 1° 与 2° 都 满足 ， 任 取 一 个 UE 7 那 林 ， 
EUS3s>03.B(s, CU, 
因为 条 件 1° 满足 , 所 以 
38>03'yE XHNT ey, 及 <3 一 do se. 
由 此 可 见 ， Bs (%, HC Bal®, e) SU. 
因此 UE Fw 放 FsCC Fw 由 于 98 与 在 1° 与 2° 中 所 起 作 
用 是 对 等 的 , 可 知 Fw 安 . Fe， 所 以 我 们 有 .9 = .9v、 这 就 证 明了 
9 与 等 价 . 卫 
《7.3) 系 如 果 存 在 正 数 和 m 与 m' 使 得 Yo 2 E 工 2 
md{g, W Eas, PW Em d(w, Y), 
则 度量 9 与 中 等 价 . 
证 Yas>0, 如 果 取 8 一 mm as, 那 末 ， 
dy, 切 < 和 8 有 他 Co W <me dy, YW <s, 
又 Ys>0, 如 果 取 8- sa/m/, 那 林 ， 
dz, De/m Dm ds, 9) <e dy, W <e. 
这 样 一 来 ,定理 (7 .2) 中 的 条 件 1° 与 2° 都 适合 ， 所 以 度量 4 与 
等 价 . 了 
例 36 对 于 任 一 自然 数 %>1, 取 % 维 欧 氏 度量 d 及 例 8 中 的 
中 来 讨论 ， 因 为 Y(w, 9) € 妇 xR 
人 人 WD A, WD EV hy WD 
98% 


记 以 根据 系 扩 9.3), 4 与 中 等 价 ， 再 取 例 4 中 的 中 来 看 它 是 克 与 
下 等 价 ， 显 而 易 见 ， 
ds, WER, W ENRd(s, W), 

因此 ,页 与 员 也 等 份 ， 所 以 4d、 出 ds 两 两 等 价 。 很 明显 , 例 2 中 的 
久 不 与 以 上 三 个 度量 中 的 任何 一 个 等 价 ， 因 为 离散 空间 (R", do) 
的 任何 点 集 都 是 开 集 , 但 是 n 维 欧 氏 空 间 (R", 四 却 有 无 穷 多 个 点 
集 不 是 开 集 , 例如 (R", 中 中 的 所 有 非 空 有 限 点 集 都 闭 而 不 开 ， 人 @@" 
与 让 等 等 则 不 开 不 闭 。 


2. 度量 积 在 例 30 中 我 们 已 经 提 到 实 直线 民 的 二 次 积 空 
闻 外 可 以 用 二 维 欧 氏 度 量 来 度量 化 ， 例 36 表明, 实 直 线 民 的 任 
多 次 积 空间 R" 都 可 以 用 % 维 欢 民 度量 4 米 度 量化 ， 这 是 因为 ， 
关于 度量 中 的 任何 开 球 是 一 个 m 维 开 立 方 体 ， 即 下 ， 于 此 工 = 
]a, 5L 《ec< 妨 .根据 (6. 节 )， 所 有 的 ” 维 线段 构成 民 上 积 拓扑 
的 一 个 基 , 所 以 关于 度量 中 的 所有 ” 维 开 球 也 构成 这 个 积 拓扑 的 
一 个 基 ， 事 实 上 , 任何 上 维 线段 必然 是 一 些 这 种 开 球 的 并 集 ， 由 
于 ” 维 欧 民 度量 & 与 吧 等 价 , 因此 拓扑 积 R* 也 可 以 用 & 度 量化 . 
把 上 面 的 事实 推广 到 一 般 , 我 们 给 出 下 面 的 
(7.4 定义 设 任意 给 出 了 度量 空间 的 一 个 有 限 或 无 穷 族 
{(Ze 四 jsn 并 设 YiGE Fi 是 度量 出 所 导致 的 了 :上 的 拓 
扑 、 作出 积 空间 
(五 FT) =Iher(F, TO. 
如 果 积 空间 (及 , 多) 可 以 用 卫 上 的 一 个 度量 度量 化 , 那 末 ,度量 
空间 ( 互 ， 四 就 叫做 这 一 族 度量 空间 {(Zo on jier 的 诈 量 积 ， 并 县 
记 作 
(X, DD eILer(X% WO. 
下 面 ， 我 们 按 度 量 空 间 族 {(ZX4 只 Jier 为 有 限 或 无 穷 两 种 情 
。99 。 


形 来 讨论 . 

1。 有 限 的 情形 ” 设 ( 了 ob 由)，( 于 sd)，…，( 子 ,dn) 是 记 

量 空间 的 一 个 有 限 序列 令 

Se 1 Da, 2 om), Y= Ys Ya Ys) 
是 笛 卡 尔 积 卫 = 了 sa 三, 中 随意 的 一 对 元 素 ， 定 义 全? 上 的 一 个 
实 值 函 数 g 如 下 : 

dl(%, #) =max{d wm, yo), dalwa, Ya), (ou I%)] (DD 
象 例 8 那样 ， 我 们 和 容易 证 明 4 是 卫 上 的 一 个 度量 , 于 是 得 到 一 个 
度量 空间 ( 节 , Q)、 关 于 这 个 度量 我们 有 下 面 的 

(7. 咏 引 理 说 s 为 任 一 给 定 的 正 数 ， 如 果 以 Bi(m,， s) 表 
示 度 量 空 间 《 信 ys 0 人 了 2 巩 中 以 它 的 一 个 点 名 为 申 心 、 
以 为 半径 的 开 球 ， 并 以 (wm, 8) 表 以 在 度量 答 间 (了 , 四 中 以 它 
的 点 4 二 (4st) 为 中 心 . 以 8 为 半径 的 开 球 ， 网 

Bls, 8)= Bi(%, 8) x Ba(wo, 8) XX Balas, 8). 
证 假定 4 = (2 过 …， 2) 是 积 了 I Bel 8) 的 任意 点 ; 


则 
国 (oo W) < 人 = 二 2 


因此 Max dm, W) <s, BB dw, w) <e, 
所 以 x'E Blw, se)， 这 证 明了 
JI Bo 8) C BCs, 8). 
同 理 易 证 Bls, ®) CT: Bm, 8). 
因此 我 们 有 Bl%, 8)=I1Ls Bo oe). 1 
(7.6) 定理 设 Yi& A4(m), 玉 : 上 的 度量 名 所 导致 的 拓扑 
为 34 并 设 (2 二 末 二 (CE 了 FD 如果 以 4 了) 中 的 5 为 管 卡 
尔 积 对 ~ 也 上 的 度量 , 则 度量 空间 ( 卫 , 有 为 % 个 度量 空间 
(Ly 0), (Ha (了 wd 
的 度量 积 ， 换 言 之 ，d 在 于 上 所 导致 的 拓扑 Fs 与 积 拓扑 相同 


“100. 


ZF 
证 和 伍 取 一 个 UE Fa， 并 且 任 取 一 个 点 % EU. 于 是 必然 
38>08.t. 3B(z，s)C DT。 但 是 由 引 理 (7.5)， 
Bl%, 可 一 [La Bilm, a)， 
所 以 “ETIh Blm, e) CU., 
于 此 ，Y 6 和 E40D，Bi(wm, 8) EFi， 这 证 明了 UE 9， 从 而 
FCF. 
肥 之, 设 口 E 9 并 设 wEU. 于 是 YiEA(m),3V.E Fg. 41, 
vwEVixVax* XV CSU. 
由 于 Vr€ ,因而 Vi€ A(n), 38>0, st 有 (oo ed)} CV 令 
gmin(gs, 8a, “**, En) 
则 Bile, e)C I Bbw, sD CI PFC Dr 
但 是 根据 引 理 (7. 贱 ，B (w, 8) ~ Tl 六 (oo a)， 所 以 Blw, 8) 
CU. 这样 一 来 , KE 7 从 而 FC Fs， 因此 , -74. 了 
假定 * 上 的 一 个 实 值 函 数 2 定义 如 下 ， 
本 (人 WD = g1) + dso ga) + tds mn, Ya) (ID 
那 末 ,4' 显然 是 秆 卡尔 积 下 = 开怀: 上 的 一 个 度量 ， 并 且 显然 有 
Go WD < (%, y) nd(w, 9), 
其 中 是 用 公式 (所 确定 的 卫 上 的 度量 .因此 ,从 系 (7.3) 推 出 
度量 & 与 9 等 价 。 这样 一 来 , 我 们 就 证 明了 下 而 的 
(7.7) 系 如 果 以 (ID 中 的 邓 为 积 工 = [TI 上 的 度量 ， 
那 末 ， 


(2, ST (Fo WD. 
再 设 


到 人 WD “YB am 


那 末 , 易 知 @' 也 是 互 一 IT 并: 上 的 一 个 度量 , 并 且 由 于 
*J101. 


Ca PD Ed DEV do 切 ， 
可 见 如 与 中 等 价 ， 因 此 ， 
07.8) 系 (Eda 


2 无 穷 的 情形 ” 设 {( 和 w 如 )} 是 一 个 度量 空间 的 无 穷 序 
列 . 作 积 对 =IT 1 及 ,假定 
{tn}, y= {yo} 


是 了 中 的 一 对 随意 元 素 ， 并 有 假定 沁 0% 是 一 个 收敛 的 严格 正式 


级 数 . 令 


_ 册 
ao 从 -加 了 各 %- 的 GV) 


则 不 难 证 明了 是 王 上 的 一 个 度量 ， 我 们 去 证 明 ， 
(7.9) 定理 如 果 以 红 丰 中 的 8 为 了 上 的 度量 , 则 
{XZ, DS (Zs, On). 
证 ”YnEN, 设 ya 及 分别 是 [中 的 8 及 吉 所 导致 的 拓扑 ,又 了 
是 互 上 关于 所 有 的 97 的 积 拓扑 . 令 UE 并 令 wED。 那 末 ， 
3mEN AIVn ET, (=l, 2, eb), st 
ET Vry “Ven) 0, 
忠于 Fa E yu 因而 导 实 数 ru>0 《了 2, ,机 , 8. 
Ba ro) Pry Gl 2, ek) 
其 中 xz。 是 点 了 的 第 和 汐 标 ， 又 Baza, fn) 是 度量 空间 (Xm, co 中 以 点 
zu 为 中 心 、?m, 为 半径 的 球形 邻 域 . 令 


r=min(rny fry “7 fm) =min(as,, Gry:, Gin) 


令 0 
并 令 7 


则 度量 空间 《X, 的 中 的 球形 邻 域 8(z, s) cDU。 实际 上 ， 如果? 一 {2 是 
如 (zs) 中 的 任 一 点 , 则 必 有 Ga, wo) <8, 于 是 Vi€ 4GD， 
AC D0) 37 


T+, (ny eh) 1Fr 
所 以 ne ao < 一 


一 
了 Gy oh) T+r® 
"02 。 


由 此 立即 推出 


n,n, Lh) rt. 
于 是 wh, € Ba (tn 7) Bono a0) ES Vap 
因此 ， wv EV Pa Va) ED. 
这 证 明了 Bls, ec 了 


由 此 可 见 , UE Fa。 所 以 我 们 及 94。 
反之 , 设 UE yu 并 设 2E 了 那 末 , 习 8>0 s.t. Blrx, 8)cU。 任意 取 一 
个 数 二 >0, 8 不 等 式 
、 0<e 一 人 < 工 


成 立 ， 并 且 令 3 六 n。 那 末 , 习 26E N, s. t. 


己 o Garo Dnty, ns) 
天 工 十 tpConrvy Yntv) 


其 中 y= 季 } 是 室 间 (ZZ, 四 中 的 任 一 点 ; 又 当 #” 充 分 大 时 ， 显 然 还 能 使 as> 
5 人 令 


< 


r=— 77 
各 8 一 如 十 他 


则 为 一 正 数 ， 容 易 君 出 , 


TL Bilws, ?), Byles, 7), **, Baln, 站]C D. C9) 
事实 上 , 令 
yEILBi Ce +), Baleea, 了， Balzn, 1); 
则 有 az < G=1, %, 内 
CACAR DAD) 8 一 ,一 a 
于 是 a Gb 
, S (ce DD) 一 
所 以 我 们 有 由 15<e 
3 Gn (mn, Yn) 

由 此 推出 ， pb Ty 
也 就 是 : Co WD) <8, 
所 以 yEB, CUD. 
这 就 证 明了 (9) 式 成 立 。 由 此 可 见 [z 显然 属于 《9) 式 的 左边 ], UE 了。 因此， 
TF 

于 是 由 了 了 己 及 Fac 立即 推出 了 一 94 
可 见 (ZX, DT (Kn 0). 1 


*»108. 


例 37 设 w= {wm}, 9 一 {yw} 是 积 空间 Re 的 任意 一 对 点 、 邻 


dlw, 功 ~- 当 去 了 (10) 
根据 定理 (7.9), 度量 空间 (R", d) 是 无 穷 可 数 多 个 实 直 线 RR 的 谋 
量 积 ，(10) 中 所 定义 的 度量 马 叫 敬意 羔 欧 (Frkobhe 扫 度量 , 度量 空 
间 (R-, 办 叫做 提 莱 欧 度量 空间 , 通常 用 记号 及 来 表示 ， 
也 -Rn a). 
又 (1V) 中 的 度量 显然 是 弗 莱 点 度 基 的 推广 ， 记 以 也 可 以 称 为 癌 
毕 环 认 量 


八 . 实 直 线 @ 


本 节 将 利用 前 面 的 已 知事 实 来 进一步 前 盟 实 直线 ( 即 一 维 欧 
氏 空 间 ) 的 开 集 的 结构 ， 并 论述 康 托 尔 集 (Qantor set) 的 一 些 重 要 
性 质 . 


1. 实 直 线 民 的 开 集 的 结构 ”我 们 已 经 知道 ， 实 直线 R 的 拓 
扑 , 即 实数 系 愉 上 的 自然 拓扑 或 寻常 拓扑 ， 是 以 所 有 非 退 化 的 有 
限 开 区 间 记 组 成 的 集合 为 它 的 一 个 基 的 .因此 实 直线 RR 的 每 个 开 
集 都 可 以 表示 成 一 族 有 限 开 区 间 的 并 集 ， 我们 在 下 面 要 去 证 明 的 
是 ,如果 去 掉 开 区 间 为 有 限 这 一 限制 , 形成 这 个 并 集 的 开 区 间 可 以 
两 两 不 相交 ， 众所周知 , 这 个 事实 在 前 贝 客 的 测度 理论 中 是 很 重 
要 的 .在 证 明 这 一 事实 之 前 , 为 了 今后 引用 时 方便 起 见 , 我们 先 给 
出 下 面 的 | 

名 本 节 内 容 大 体 上 取 自 以 Chevalley 教授 在 1945 年 为 痊 林 斯 晤 (Princeton) 大 


学 本 科 生 及 研究 生 合 开 的 < 一 般 拓扑 学 ? 一 课 的 一 份 未 发 表 , 并 为 本 书 前 一 作者 所 记 的 
课堂 笔记 中 ,但 有 芸 王 增补， 最 后 的 评论 则 为 本 书 前 一 作者 所 作 , 
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C8. 了 1 定义 设 {4dajoer 是 任意 的 一 个 集合 族 ， 如 果 
(a, eD)E Acrtow SAN hemp 

则 集合 族 {4u}aer 叫 艇 分 离 的 。 如 果 和 集合 族 {4s}aer 是 分 离 的 , 那 
末 并 集 L_juer 4o 叫做 这 一 族 集合 的 分 离 并 , 记 作 | lxer 4。. 

(8.2) 定理 实 直线 民 的 每 个 开 集 都 是 一 族 开 区 间 的 分 离 
并 . 

证 设 吕 是 展 的 任 一 开 集 . 如 果林 = 多 则 已 无 可 证 ， 设 
U8, 并 令 

R={g, DEUS, WUY Ly, vlSU}. 

显而易见 ,如 是 芝 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 于 是 根据 定理 (0.6.3), 关 
系 忆 决定 了 开 集 口 的 一 个 分 类 {Jijhez, 又 从 分 类 的 定义 (0.6.2) 
看 出 ,U =]her 7 因此 只 须 证 明 , Yi E I 等 价 类 凡是 一 个 开 区 
间 就 成 了 . 

对 于 任意 的 一 个 等 价 类 Js， 显然 只 有 下 面 四 种 情形 之 一 可 能 
发 生 ， 

1 J 胎 有 上 界 也 有 下 界 4 

2” J 没有 上 界 , 但 是 有 一 个 下 界 ; 

3° 刀 有 一 个 上 界 , 但 是 没有 下 界 

4” 刀 既 没有 上 界 ,也 没有 下 界 。 

假定 情形 1° 发 生 . 令 

Qa=infJ,, 0 一 sp 

我 们 去 证 明 Ji Jo 5[ . 

事实 上 ， 

CaP [sd 

但 是 ， 几 半 4G 人 到. 

为 了 证 明 “zw, 假定 恰恰 相反 ,2 一 。， 于 是 ,在 2 € J 的 假设 
下 , 必 有 a&EDU。 因为 U 是 实 直线 民 的 开 集 ， 所 以 必 有 有 限 开 区 
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间 Ja, B[ ，8. t. 
ec la, BL CU. 
任 取 一 个 实数 六 8.t a<7r<w 于 是 
tr, oJ la, BL EU, 
由 此 可 见 , aBr 成 立 ， 由 于 e 一 4 E 几 因此 7 GE Ji。 但 这 与 gc 一 
inf J 这 一 事实 了 矛盾， 所 以 我 们 必须 有 ws 关 ge， 同 理 可 证 ,2 六 0. 由 
此 可 知 
TC Ja, 6[. 
现在 假定 c 是 ja 8[ 中 的 任 一 点 ， 我们 去 证 明 c € .既然 
Ge 一 infj， 又 g<c， 那 末 , 必定 有 一 个 实数 € ,9g. tf. 4<w<0。 
叉 有 既然 8 一 sup ,又 c<5, 那 末 , 必定 有 一 个 实数 y & J .tc 之 
y<b。 因 为 
ETNYIED, 
所以 wRy 成 立 换言之 ，[w, CU. 于 是 [%, oJ]cU 由 此 可 
见 , %Re 成 立 ， 因 此 , c E 天， 所 以 我 们 又 有 
Js, BL EA 
综 上 所 述 ,我 们 有 J.= ]a, 5[ . 
如 果 情 形 2° 发 生 , 则 可 令 。=inf.， 于 是 仿照 前 面 可 以 证 明 
T= Ja, +oo[ . 
如 果 情 形 8° 发 生 ， 则 可 令 5=supJ， 于 是 不 难 证 明 一 
1~%, BL[. 
最 后 , 当 情 形 人" 发 生 时 , 我 们 显然 有 Ji~ ] 一 co, 十 cof 。 
可 见 无 论 在 任何 情形 下 , 瑚 总 是 一 个 开 区 间 . 时 
如 果实 直线 民 的 一 个 点 集 可 可 以 用 一 族 开 区 间 的 分 离 并 来 
表示 , 那 末 ,U 显然 是 民 的 一 个 开 集 ， 因 此 , 结合 定理 (8.2), 我们 
得 到 : 
(8.3) 民有 是 实 直线 民 的 一 个 开 集 翁 可 可 以 表示 成 一 族 开 区 
06 。 


间 的 分 离 并 . 


2、 康 托 尔 集 “现在 让 我 们 米 构造 所 谓 的 康 托 尔 信 ; 

第 一 步 , 以 吝 与 名 两 点 把 单位 闭 区 间 [0, 七 分 成 三 个 等 份 
并 且 去 控 中 间 的 开 区 间 ] 二， 号 | ,于 是 剩 下 来 的 是 两 个 闭 区 间 
[o， 吉 与 [号 了 的 分 离 并 , 记 作 五 


mlo ul 于 


设 对 于 任意 的 自然 数 为 在 第 步 我 们 已 经 构 作 了 民 的 点 集 
且 , 它 是 名 个 综 长 (长 度 为 襄 ) 的 闭 区 间 2，792， …， 7 的 分 
高 并 


B= 1 1, 
#8 -及 六 
Le EE 4 


在 第 8+T 步 , ViE 4(2)， 我 们 把 闭 区 间 I 办 分 成 三 个 等 
份 ， 然 后 去 掉 中 间 的 开 区 间 ， 把 剩 下 的 两 个 闭 区 间 记 作 I 
了 7"?， 这 样 我 们 就 得 到 2*+ 个 闭 区 闭 I 一, 2 8,…, 2 


它们 中 每 个 的 长 度 都 等 于 -Er 并 且 它 们 两 两 不 相交 ， 令 


Bi= Ls ZE+. 


于 是 我 们 把 作法 推进 一 步 , 从 闭 集 了 及, 作出 闭 集 i1， 这 样 一 来 ， 
由 归纳 法 ,我们 就 构 作 了 民 中 一 序列 的 闭 集 {好 小， 令 
C= B,. 
那 来 , C 就 叫做 康 托 尔 集 , 或 者 叫做 康 托 尔 的 不 连续 统 . 
康 托 尔 集 具有 下 面 的 一 些 性 质 ， 
07 ， 


(8.4 康 托 尔 入 C 是 一 个 非 空间 各， 

证 根据 康 托 尔 集 的 定义 ， 显 然 C 是 实 直线 只 的 一 个 闭 集 , 
我 们 去 证 明 Cx 令 五 为 康 托 尔 集 作法 的 第 一 步 中 惠 下 的 两 个 
闭 区 间 之 一 , 比如 说 , ~[0， 寺 |， 设 对 于 一 个 PE N, 闭 区 间 五 
已 有 定义 ， 令 44z 为 的 作法 的 第 十 步 中 没有 被 去 掉 并 且 包 
会 于 的 一 个 闭 区 间 ， 这 样 ,由 归纳 法 ,我们 就 得 到 一 个 区 间 春 : 

1 73D Ts OD KI. 
于 是 根据 区 间 套 原理 , 交集 门 已: zs 碾 然 不 是 空 集 , 那 各 更 应 该 有 
Cxg. 了 

人 @.B。 赚 括 尔 集 C 不 包 念 任何 长 大 大 于 夫 的 区 间 . 

证 假定 恰恰 相反 ， 记名 入 C 包含 一 个 长 度 1>0 的 区 间 
工 取 自 然 数 四 充分 大 ,下 。 如 前 , 我 们 用 To GE 3 


… 20 来 表示 G 的 作法 的 第 % 步 没有 入 拓 的 及 用 半 区 
由 如 此 , 则 


B= [Fa I 
令 6 表 示 区 间 工 的 中 点 、 那 末 , 因为 eE 可 ,所 以 
习 jE AC(2), 9. t.o€ Th, 
令 现 一 芭 8]. 因为 


工 - 工 
B-o< 和 < 二 5 e oe 让 < < 下 


所 以 a 与 8B 都 属于 I， 于 是 将 有 I?CITCC， 但 是 这 是 木 可 能 
的 , 因为 在 作法 的 第 %+1 步 中 I 的 一 部 分 已 被 去 掉 . 】] 
《8.8) 康 托 尔 集 必 是 完备 的 . 
证 任 取 一 点 2 EC， 那 末 , 必 有 
9 € 门 I, 
其 中 的 I 表示 在 的 作法 的 第 % 步 中 剩 下 的 闭 区 间 之 一 ， 并 且 
108. 


{中 形成 一 序列 区 间 套 ， 而 了 的 长 当 mw->oo 时 递 丫 而 趋 近 于 零 . 
不 难看 出 ， 任 何 包含 点 9 的 开 区 间 了 必然 包含 C 中 异 于 sp 的 一 
点 ， 事 实 上 , 五 的 长 既然 趋 近 于 党 , 而 了 的 长 又 大 于 零 , 当 n 充 分 
大 时 , 那 就 必然 有 I c J， 在 作法 的 第 % 十 1 步 ， 我 们 从 五 得 到 
两 个 闵 区 间 , 其 中 的 一 个 就 是 包含 点 多 的 Js+z, 另 一 个 记 作 I 
醋 然 生 基 ty 而 二 +1 中 又 必然 至 少 有 的 一 点 4, 显然 
gpA gET. 

由 此 可 见 , C 的 任意 一 点 2 都 是 它 自己 的 聚 点 ; 根据 定义 (4.28)， 
康 托 尔 集 C 是 自 钢 密 的 ， 但 是 根据 (8.9C 又 是 民 的 闭 华 ， 坚 
然 C 是 闭 的 自 筒 密集 ， 根 据 定义 (4.29), 康 托 尔 集 C 就 必然 是 完 
备 的 . 了 

(8.7) 康 托 尔 集 C 是 无 处 稠密 的 . 

证 由 于 C 是 闭 集 , 根据 定义 (4.26) 及 定义 (4.25)， 我 们 只 
须 证 明 R~ 受 C， 任 取 一 点 2 ER 那 末 ， 或 者 2E 多 C 或 者 
DEC 如果 pE 多 C， 则 显然 有 pE 有 如 果 pEC， 令 了 
为 包含 的 任 一 开 区 间 , 则 因为 了 的 长 度 大 于 零 ,所 以 了 手 C. 因 
此 ， 


3p ETP ECO, 
所 以 pE《 多 OO)' 从 而 pE ZC， 由 此 可 见 
R=-S0.] 
别 地 , 康 抵 尔 集 C 也 有 具有 过 续 练 的 势 ; 
oard 一 必 . 
证 明 从 略 @. 
从 (8.8) 奢 出 , 康 托 尔 集 忆 是 一 个 不 可 数 集 . 
@ 参阅 切 , 0. 那 汤 桥 著 , 徐 珊 云 译 : 《 实 变 末 数 论 > 高 等 教育 出 版 社 ( 或 人 民 教 育 
出 版 社 ), 1958 年 新 2 版, 上册 ,第 二 章 , $6。 
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如 果 只 要 证 明 card C 一 c,， 则 并 不 麻烦 ， 我 们 首先 注意 到 , 如 
果 把 单位 闭 区 间 [0, 二 中 的 任 一 个 实数 @ 表 示 成 三 进 小 数 ， 则 。 
可 写成 


so~ 加 和 一 0.Gd Go 0am es (1) 


其 中 YaE N, on~0.1 歌 2， 特别 地 ， 

0 一 0.000…0…， 工 一 0.222…2…。 
我 们 约定 ， 排 除 掉 某 一 位 小 数 为 T、 以 后 各 位 都 是 0 的 三 进 小 数 
表示 这 样 一 米 ,举例 说 , 诗 将 不 家 示 成 0.100…0.… ( 即 0. 切 ， 而 
表示 成 0.0222.…2,…， 


1 
二 =0.0222...9... 
3 0 “ 


于 是 , 康 托 尔 集 的 每 个 点 2 如 果 用 (11) 中 的 三 进 小 数 来 表 
未 , 它 的 各 位 小 数 om 都 不 会 是 1,， 即 4. 一 0 或 2， 而 且 用 这 样 的 三 
进 小数 表示 的 点 2 必定 属于 C， 这 是 因为 , 对 于 每 个 %E N, 在 构 
造 康 托 尔 集 的 第 % 步 中 ， 去 掉 的 是 在 形 如 (二 ) 的 三 进 小 数 表示 中 
第 % 位 小 数 a, 一 1 的 所 有 点 , 而 没有 去 掉 其 他 任何 点 ， 
令 ”一 {0, 从 ,并且 Yo 一 0.ctaaaa areE 0 
令 F080) = 01 mo py 0s, GE 和 
那 末 ， 显 然 了 是 康 托 尔 集 C 到 且 ~ 上 的 一 个 双 一 一 落 数 ， 因 此 ， 
C~ 久 ~"。 从 预 篇 第 七 节 中 提 到 的 事实 硕 出 ，oard 且 ~=c， 所 以 
oardC=c€. 

现在 如 例 81 中 那样 ,把 了 " 姥 成 离散 空间 节 一 了 0, 2} 的 积 空 
疗 , 并 把 康 托 尔 集 看 成 实 直线 民 的 子 空间 , 则 不 难 证 月 上面 定 义 的 
双 一 一 炒 数 了 还 是 康 托 尔 集 C 到 积 空间 了 ~ 上 的 一 个 拓扑 映射 ， 
即 CxzX™. 

康 托 尔 集 的 性 质 给 人 们 以 许多 启示 ， 首 先 , 完备 集 的 定义 可 
.110° 


以 使 人 们 误 认为 , 实 直 线 的 完备 集 或 者 是 空 集 , 或 者 是 一 些 非 退 化 
的 闵 区 间 的 分 离 并 ， 康 托 尔 集 是 这 一 错误 猪 想 的 一 个 很 好 的 反 
例 .又 根据 无 处 筒 密 的 定义 似乎 无 处 稠密 集 不 可 能 同时 又 是 由 
向 密 的 。 康 托 尔 集 的 性 质 对 此 又 是 一 个 很 好 的 反例 。 此 外 ,从 康 
托 尔 集 的 构造 粗略 地 看 来 ， 似 乎 它 共 由 闭 区 间 zi [ 见 (8. 且 的 证 
明 ] 的 端点 所 构成 ， 然 而 实际 上 , 它 所 包含 的 点 远 比 这 些 端 点 多 得 
多 , 因为 只 由 这 些 端点 构成 的 不 过 是 它 的 一 个 无 穷 可 数 子 集 , 除 此 
之 外 , 它 还 含有 e 个 点 ， 从 这 种 种 事实 硕 来 , 生动 的 直观 虽然 是 发 
现 和 认识 真理 的 源泉 , 可 是 单 凭 直观 又 是 多 么 容易 造成 错觉 。 


习 题 


I. 令 马 表示 实数 城 R《 或 复数 城 色 ) 上 的 一 个 线性 空间 (也 叫做 向 量 空 
间 ?， 如 果 函 数 人 1: 和 ->R 能 使 下 面 三 个 条 件 满足 : 

Wi、 正 定性. Yr EX, lzl>0， fl=002=0; 

Ws、 章 次 性 .Vac Cla EC)AVYs EX, asl—lal:lel; 

Ns、 三 角形 不 等 式 : Yo 巷 € 到 ，lz 十 相生 lz ++il 那 末 C3, 上 了 D 
岂 敌 一 个 线性 赋 范 空间 ,41 叫做 > 的 范 数 . 


1， 对 于 典型 的 实数 城 R 上 的 勾 维 向 量 空间 久 " 中 的 任意 一 对 元 素 
T= (ey Bay ey La) Y= Yl Ya Se)» 
可 定义 数 积 (内 积 ) 
xz- 六 2 
由 此 定义 z 的 范 数 为 
1 一 ws 一 页 . 


那 末 , (R", | 是 一 个 线性 贼 范 空间 ， 著 定义 lw, 的 一 le 一 儿 ， 
则 也 为 Re 上 的 一 个 度量 ,度量 空间 (R", 中 就 是 % 维 欧 天 空间 ， 
2， 每 个 线性 荆 范 空间 都 是 一 个 度 盟 空间 . 
3. 令 芝 =0Q(Ea, 四)( 见 例 5).、 .YE 总 定义 


，JIII， 


Wh =f elas 
则 (下 ,上 各 是 一 个 线性 同 范 空间 
4. 对 于 同一 个 集合 和 =O([q 杂 ), Y 了 E ,车 定 义 
Ia 一 so 1, (19) 
划 得 到 另 一 个 线性 由 范 空间 (ZE [2)， 若 按 题 3 利 用 范 数 (12) 
定义 五 上 的 度量 名 则 在 度量 空间 (Z, 田中 点 列 { 叶 收 化 于 点 fe 
在 闭 区 同 [a, 切 上 函数 列 和 一致 收 仇 于 函数 天 
工 ， 试 求 下 面 给 出 的 点 集 4 的 亲 包 , 导 集 ,内 部 ,外 部 和 边界 ， 
1. 在 实 直线 R 中 ,4 一 仔 |*e N}. 
2. 在 平面 Rr 上, 4 一 @Y. 
3. 在 实 直 线 民 中 ,4 一 C, 为 康 托 尔 集 。 
4. 在 # 维 欧 氏 空间 Re 中 , 4 一 {rER"| ez] 一 Vw < 二 . 
III. 下 列 各 题 中 的 点 集 都 假定 是 一 个 给 定 的 拓扑 空间 有 的 点 集 , 又 记 
号 全 :> 了 连续 "表示 “空间 了 到 空间 了 内 的 函数 了 是 连续 的 
试 证 下 列 各 命题: 
1. Int(f oer ha) c oer Int Ao. 
2. User Zo c ha Ao. 
3. 设防 g:X >R 连 续 . 令 
B={re XIf(%) <1}, 0~ {re ZI) go)}; 
那 末 , 马 是 闭 集 ,0 是 开 集 . 
4. ACB=A CBAACEH 
5. 巴 是 闭 集 A 到 记 人 CF 考 G 是 闭 集 。 
6. 4 无 处 稠密 名 Int 了 = 多 
7，4 是 闭 集 且 无 处 秽 密 必 习 开 集 Z, et 4=BD。 1 
8. 冯 自 翻 密 且 妈 斑 召 上 汪 一 瑟 自 稠密 . 
9. 4 自 狗 密 一 4 与 世 都 自 简 密 ， 
10. :X=> 了 连续 属 (BC 了 2 了 F 放 cD) 
卫 . 设 J:X> 耳 %EX. 了 在 点 ?处 连续 一 (在 科 中 Imm=z 一 在 了 
中 om 了 (ew) 一 Fo))， 试 举例 说 明 , 这 个 命题 的 六 命题 不 坎 
12. f:X> 了 连续 口 (4cX=27(4)cFD)， 
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IV. 设 (4, 了 /4) 是 拓扑 空间 ( 开 ， 2 的 子 空 间 ， 吾 4 并 用 五、 了 4、 
Inta B、Ezts B94B 分 别 表示 在 子 空间 (4, 了 /4) 中 点 集 呈 的 闭 包 、 导 集 、 
内 部 、 外 部 和 边界 ， 试 证 或 反 证 (disprove); 


1. B= 2. B~BNA. 3. Ba=B'. 
4. BA=B'NA. 5. Intu B=IntB. 

6. IntB Cc IntsB. 7. Hxts B+ ExtB. 

8. BztsB—ExtBNA. 9, dB—AB. 

10. 2.B=0BNA. 1. Ints B=Int BNA, 


了 . 设 (X, 四 是 一 族 拓扑 空 间 {[(Zo， Fa)}nez 的 积 空间 ,并 设 YaeE 
如 c 了 ou 令 4 一 Tler 4a 求证 
1. A~=Ilee A 
2. Yael ho 是 {Zo, 7o} 的 闭 集 五 和 4 是 (了, 9) 的 闭 集 . 
3. 当 I=NL 且 Va€ 了 = 和 0, 候 ，7 为 离散 拓扑 时 ， 划 积 空间 
《了 , 了) 与 康 托 尔 集 间 胚 (此 时 一 和, 3}")。 
4. Int Tlzer 4 C Tlaer Int 4<， 问 等 式 
Tnt Iloer 4as=IIser Int 4。 
是 否 成 立 ? 
TIT' 令 委 为 一 个 随意 的 非 空 集合 , 又 YaEl 令 go: 4->Xo, 其 中 广 。 
为 拓扑 空间 ， 我 们 还 假定 
人 ) € AY, wy, JoE TL, at. palt) 六 pa 人 ty) 
试 给 4 上 使 一 雪 ps 连续 的 最 小 拓 守 下 一 个 新 的 定义 ,使 它 是 某 个 积 空间 的 
子 空间 的 拓扑 . 
VIT* 任意 国定 一 个 质数 PEN、VnE 内 及 YinEZ 令 所 Cm) 天 示 p* 
人 除 zw 的 余数 : 
mop gt Fam). (0 二 六 (ma) <pr) 
令 加 表示 忆 上 的 离散 拓扑 ， 那 末 ，VYpe N, fn: ZZ 了 (Z, yo。 设 条 是 忆 
上 能 使 一 切 f。 都 连续 的 最 小 拓扑 。 求 证 
1, 空间 (Z, 外) 不 是 离散 的 ， 了 和 0。 
2. 令 9 $: TXTZ>ZT, et. Vy, WW EZXT, 
多 人 的 一 4 二 多 出 9) my 
那 末 , 9 与 上 都 是 积 空间 (也 ,7) x (ZZ, 2) 到 空间 (也 , 了 六) 内 的 连续 
函数 。 
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3， (也 , 了 到 实 直 线 尺 内 的 内 射 函数 芋 不 连续 . 
4 如 果 到 不 为 ?所 整除 ,并且 如 果 令 区 Y=0e 己 "， 那 末 ， 在 空间 
(也 7 中 工 E KR 
TVII， 设 函数 产 R->R 的 定义 如 下 ; 
VzER， F(Z) 一 oosz。 
设 ? 是 R 上 的 自然 拓扑 ， 呈 -是 使 产 R (R，97) 连 续 的 定义 域 R (实数 系 ) 上 上 
的 最 小 拓扑 ， 求 证 , 
1, 如 果品 是 空间 (R, 交 ) 的 任意 非 空 开 集 , 且 4 ED 则 一 6 了 ,而且 
Yne ZT, s+2%m€D, 
2. 今 p(O) 一 sn 和 则 不 是 空间 (RRR, 9*) 到 实 二 线 (R, 7) 内 的 连续 
芳 数 . 
IX. 如 果 一 个 群 (8，') 上 有 一 个 拓扑 使 得 群 的 运算 
FG FXG, FG, F), Fla, BD =4:b 
及 PIG, FIG, F), pa) a 
都 连续 , 那 本 ,(G，…， 了 7 就 叫做 一 个 拓扑 赂 ， 显 然 ， 运 算 了 与 wp 都 连续 的 要 
求 可 用 一 个 条 件 来 代替 , 即 权 求 少 : , 5)->9b"! 的 连续 性 .对 于 加 群 (G, +》 
为 拓扑 群 的 定义 ,只 须 在 上 述 定义 中 作 符号 方面 的 改变 ; 网 (a, 8) 一 a 一 b 为 
连续 . 
仿 上 可 定义 环 (或 体 ) (RB,， 十,") 为 折 逢 环 或 拓扑 体 , 即 要 求 吾 圩 有 一 拓 
扑 罗 使 运算 
(a, D>a-b 与 (a, Bab 
为 积 空间 (9) 到 (RB, 9) 内 的 连续 函数 ， 当 五 为 体 时 还 轻 求 Ya 关 0, 
a-?a 了 为 连续 ， 拓 扑 环 或 体 将 记 作 
(BR, + FY), 
可 交换 拓扑 体 称 为 基站 城 ， 同 样 可 定义 拓扑 域 上 的 斯 秆 向 晤 空间 或 撼 挤 代 
数 . 
1. 向 题 Y 王 中 的 ( 王 , 十，， 上 ) 是 否 是 一 个 拓扑 环 ? 
2. 设 R 天 示 实 直线 . 求证, 
人 R，+) 是 一 个 拓扑 群 ; 
(3) (R, +，X) 是 一 个 拓扑 域 ; 
(8) (R, 十 ， x, /R) 是 R 上 的 拓扑 代数 。 
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《9 在 复数 域 C 上 取 自 然 拓扑 ， 即 将 @ 看 成 只 上 的 线性 赋 范 空间 
《Ya eC, ll=1s|), ME, 十 ，x，VR) 也 是 R 上 的 一 个 拓扑 代 
数 . 
X. 设 生 是 一 个 非 空 集合 ， 并 设 乞 C 2( 习 ,3 了 有 如果 集 类 乞 能 使 
下 列 公理 满足 : 
OF 的 元 的 任意 有 限 并 是 所 的 一 个 元 素 ; 
Co、 拖 的 元 素 的 任意 交 是 和 的 一 个 元 素 ; 
那 末 ,多 就 叫做 集合 筷 上 的 一 个 0- 拓扑 , (ZX, 2 叫做- 折 扩 空间 , 抑 的 每 
企 元 素 叫 化 空间 5， 更) 的 一 个 团 集 ,或 者 说 它 闭 于 空间 (Z， 殉 中 ; 公理 0 
与 @ 叶 做 闭 集 公理 。C- 拓 扑 空间 也 简称 为 C- 空间- 
在 C0- 空 间 ( 了 X, 四) 中 设 Bo Cc FF 如果 (Z， 儿 ) 的 每 个 闭 集 都 是 集 类 20 
中 一 族 元 素 的 交集 ， 见 和 % 叫 敬 0- 拓 扑 所 或 0- 拓 半空 间 ( 互 . 到) 的 一 个 闭 
基 ， 如 果 知 中 元 素 的 有 限 并 构成 多 的 一 个 闭 基 , 则 go 叫做 玫 或 (ZZ, 8) 的 
一 个 闭 亚 基 . 
求证 , 
1. gEF, GE 9, 妈 8 与 卫 者 是 空间 (了 Z, 7) 的 闭 集 。 
2. 令 
Fo{0EPRIF EF3. 
DY 了- 隐 . 
那 末 , 了 是 卫 上 的 一 个 拓扑 ,而 且 了 Ec 局 是 拓扑 空间 (X, 了) 
的 闭 集 . 
了 的 每 个 元 叫做 人 -拓扑 空间 ( 互 ， 用 ) 的 开 集 ， 同 时 当然 也 
是 拓扑 空 间 ( 互 ,和 ?的 开 集 . 
拓扑 7 称 为 由 0- 拓 扑 所 导致 拓扑 空 间 (X, 9) 称 为 由 
0 -大 四 空间 (ZF) 所 转化 
反 过 来 ,我 们 已 经 知道 ,对 于 任意 的 拓扑 空间 (ZX, 了 ), 拓扑 了 
也 导致 卫 上 的 一 个 0C- 拓 扑 
8 一 {FEg( Bi3e F 3 P= ED, 
即 为 空间 (ZX, 了 ) 的 一 切 洲 集 所 成 的 类 ， 于 是 得 到 一 个 由 拓 挤 
空间 ( 互 , 2 所 转化 的 0- 拓扑 空间 (了 5F).。 
因此 空 闻 ( 工 , #7) 与 空间 (XX, 7) 是 互相 转化 的 ， 或 者 说 它们 
是 同一 个 拓扑 室 间 ， 因 此 ， 空 间 (2) 的 闭 基 或 财 亚 基 , 也 可 以 
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称 为 拓 盾 空间 (ZX, 2) 或 拓扑 人 的 团 基 或 闲 平 基 ， 
3， 设 {Xoj 是 任意 的 一 族 拓 站 空间 ,并 设 开本。 是 这 一 族 空 间 的 
积 空间 ， 令 
0 一 51(Fe)|Ya, 有 闭 于 也 中}y 


那 末 ,9o 是 积 空间 并 的 一 个 闵 亚 基 。 
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第 二 章 连 通 性 


这 无 疑问 , 几何 学 与 数学 分 析 中 的 许多 重要 事实 , 实际 上 是 建 
筑 在 “连通 性 ”这 一 重要 的 拓扑 概念 的 基础 之 上 的 、 它 在 直观 上 应 
该 说 对 读者 并 不 陌生 ， 我 们 现在 的 目的 在 于 赋予 它 最 一 般 的 意义 
并 揭露 它 的 本 质 , 然后 把 所 得 的 理论 应 用 于 欧 氏 空间 .本 章 除 了 论 
述 一 般 拓 扑 空间 的 连通 性 外 , 还 将 论述 度量 空间 的 连通 性 , 并 引入 
与 连通 性 密切 相关 的 两 类 特殊 度量 空间 ， 即 凸 空间 与 完全 度量 空 
间 , 它们 就 其 本 身 而 论 , 也 有 着 重要 的 意义 . 


一 、 连通 空间 


这 一 节 与 下 一 节 都 只 阐述 连通 性 的 一 般 理论 。 我 们 首先 给 赎 
连 道 空间 的 定义 如 下 ; 

.1) 定义 设 革 是 任 一 给 定 的 拓扑 空间 。 如 果子 不 能 
用 两 个 非 空 开 集 的 分 离 并 来 表示 , 换 句 话说 

忆 " 习 互 的 开 集 UV 9. t. 三 一 DTIP， 

那 末 , 了 就 叫 艇 一 个 连通 空间 .如 果 拓 扑 空间 互 的 非 空 点 集 和 4 
作为 的 子 空间 是 连通 的 , 那 末 , 4 就 叫做 空间 并 的 连通 集 . 

我 们 约定 ， 空 集 是 任何 空间 的 连通 集 . 

由 定义 以 . 力 立即 推出 ， 

(1.2) 窗 加 及 虹 入 的 信 ~.3 了 的 非 案 闪 绢 了 与 ,4 

有 =FlG. 

证 假定 条 件 满足 而 空间 对 不 连通 , 那 末 , 3 非 空 开 集 UU 及 

Vs. =ULV. 令 


sl 


FP-YU, GQ- YT 
则 卫 与 GQ 都 是 也 的 闵 集 .因为 了 -也 G=U, 所 以 了 < 多 G 志 
多 且 互 一 下 11G， 这 与 所 设 矛盾 。 

反之 , 假定 空间 革 是 连通 的 如果 习 非 空间 集 了 与 信 ， 
9 一 PG, 则 玉 与 日 唉 然 互 为 余 集 , 那 就 必须 同时 又 是 开 
集 ， 寺 是 根据 定义 人 1.1), 空间 他 将 不 是 连通 的 ， 这 又 引出 了 矛 
盾 . 因此 条 件 必须 满足 . 了 

由 定义 以 .了 立即 看 出 ; 4 是 空间 的 连通 集 名 ~ 了 的 
非 空 开 集 ( 闭 集 ) 及 Vs. t. 4NU¥ 4NF $AA4= 
ANUIID. 

我 们 在 下 面 引入 两 个 点 集 “ 互 相隔 离 ”的 概念 ， 从 而 推导 出 比 
较 常用 的 刻 划 空 间 及 其 点 集 的 连通 性 的 条 件 . 

人 1.3) 定义 没 委 与 是 空间 肚 的 两 个 非 空 点 集 ， 如 果 

ANB=—®, 

并 且 和 4 与 如 都 相对 地 开 于 子 空间 411B8 中 , 则 4 与 五 岂 做 互相 
耳 离 的 . 

(1.4) 4 与 8B 是 互相 隔离 的 全 A4NB=BNA4= 多 

证 显然 当 A4 关 $B 人 Bw 时 ，44 与 了 是 互相 隔离 的 今 
ANB-8A4 与 如 相 对 地 闭 于 411B 中 今 4=AN(411B) 一 
(ANDILANMB-BN ALB - BND)UBIAN B= BNA~ 
人 了 

下 面 的 两 个 命题 是 明显 的 . 

仙 .5)》 空间 互 是 连通 的 兮 汪 * 习 互相 隔离 的 点 集 辽 与 及 
ER 有 =UIIY, 

《1.6) 令 8 为 空间 的 一 个 非 空 点 集 ，& 是 连通 集合 
忆 " 引 的 两 个 互相 隔离 的 点 集 4 与 了 s.t. 8S=411B, 

我 们 现在 进一步 去 发 据 关 于 连通 集 的 一 些 有 趣 的 性 质 ， 
,118 ， 


.7) 定理 疫 {dejesr 是 空间 工 的 一 族 连通 集 , 了 也 是 

之 的 一 个 连通 集 , & +t. Ya&€ I，BN 4。#6， 屠 来 ,车 令 
A=BU (erAs), . 

则 4 是 空间 瑟 的 一 个 连通 集 ， 特 别 地 , 当 子 =4 时 , 于 是 一 个 
过 通 空间 ， 

证 假定 恰恰 相反 ,4 不 是 连通 的 ， 那 末 , 将 有 空间 五 的 开 
集 U.V, st 4=(4NDDHCAND), 于 此 

ANU¥S, ANV*S. 


显而易见 ，YaE 了 ， 
A (AsND ANT), 
又 BCGnDUGBnPZ. 
因为 YaE 工 4 是 连通 的 , 所 以 我 们 必须 有 
4n 林 -0V4on 严 一 全 


于 是 4 如 nUY4o=4anF. 
这 就 是 说 ，YaE 了 将 有 
ACUVAEV, 
同 理 ， 我 们 有 
BecUVBEV. 


不 妨 设 BCD 而 不 失 一 般 性 . 因为 Ya€ ,As 由 B#9, 所 以 4c 信 
六 ， 由 此 可 见 , YeaEI，A。CU， 因 此 ,4CU, 于 是 4NV=9. 这 
是 不 可 能 的 

由 此 可 见 ， 

(1.8) 系 届 {dajeer 是 宰 间 并 的 连 朋 集 的 一 个 非 空 族 , 
并 县 


Yo, BEL, AsN de 
那 未 ， 4 二 \_jxer4。 是 连通 的 ， 特 别 地 , 当 了 一 和 时, 耻 是 一 个 连 
a 
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证 只 须 取 任 一 moE 了 Z 并 令 4 为 定理 .7) 中 的 B. 】 
QL.9) 系 如 果 {4s} 是 空间 稀 的 连通 集 的 一 个 非 空 族 ,并 


(1.10) 如果 4 是 空间 瑟 的 一 个 连通 集 ， 并 且 卫 是 能 使 
ACBCA 

的 任意 点 集 , 那 末 , 寻 也 是 连通 的 . 

证 设 B=F}lG, 且 罗 与 从 相对 地 闲 于 寻 中 . 我 们 去 证 
朋 : 了 ~8YG=8， 实际 上 ,既然 4C 了 3,， 那 末 就 旋 该 有 

A= (FNDHUGNA. 

显然 了 n4 与 Gn4 都 相对 地 闲 于 4 中， 而 且 因 为 4 是 连通 的 ， 
所 以 


下 4-0VGn4- 人 外 

不 失 一 般 性 , 假定 了 Nn 4~8、 于 是 4 一 GN4, 即 4CG， 由 此 可 
见 , 本 CC 芭 因为 了 CC 了 , 又 G 相 对 地 闭 于 卫 中 ,所 以 我 们 有 了 3 一 
3n@-G， 这 样 ,我们 就 证 明了 加 一 外 了 

CL.11) 系 任何 连通 集 的 闲 包 是 连通 的 . 

证 只 须 在 民 .10) 中 取 B 一 4, 如 果 4 是 连通 的 话 . 卫 

他 .13) ”如 果 空 间 和 芯 ~AUB, 县 和 4 与 B 闵 于 之 中 ,又 空间 
玉 与 点 集 4 几 B 都 是 连通 的 ， 那 玉 ，4 与 B 也 都 是 空间 芷 的 连 
通 集 . 

证 假定 4 不 连通 .由 于 4 是 闲 集 因而 习 非 空闲 集 
下 与 Fo,s.t. 4 一 FI1F, 有 两 种 情形 可 能 发 生 : 

1° FNANBYGNPFNANB+Y. 
在 这 一 情形 下 , 我 们 有 

(FNANB)U (FANANB)= (FU FY) NANB) =ANSB, 

(PNANBN (CPNANB) = (FN FY) NANB) = 
,20 ， 


这 与 4n 了 3 的 连通 性 矛盾 . 
2° FNANB-GV FAN AN BG. 
不 妨 设 本 由 4NnB 一 8。 那 末 , 因 为 了 4, 所 以 天 站 Bg。 既 然 
= {FU Fa) UB=- FU (FsUB), 
其 中 如 与 FsUB 都 是 空间 并 的 非 空 闭 集 , 并 且 
FN (FaU B) = (FiN Fa) U (FANB) =0, 
于 是 这 又 与 空间 卫 的 连通 性 矛 拓 . 

由 此 可 见 , 无 论 在 任何 情况 下 , 由 4 的 不 连通 都 会 引出 矛 拓 . 
因此 点 集 4 必须 是 连通 的 ， 由 于 4 与 在 所 给 条 件 中 处 于 均衡 
地 位 , 与 此 闻 时 , 我 们 也 就 证 明了 点 集 吾 的 连通 性 , 了 

届 .18) 定理 如 果 j: 工 - 工 连 续 ， 又 4 是 训 同 生 的 一 个 
连通 集 , 那 末 , (4 是 空间 了 的 一 个 连通 集 . 

证 如 果 /(4) 不 连通 , 则 习 空 间 了 的 两 个 不 相交 的 非 空 点 
集 鲜 与 H, 它们 相对 地 开 于 了 C4) 中 , 9. t. 了 (4) 一 Ga1Gs. 

令 d= ANFHGY), 4=4n7: (Ga)， 
显而易见 ，41 隐 As 到 多 又 

AiN ds—ANF TG NG) 一 几 
此 外 ， 4s-=AN71G HG) =ANA (FA)) = 4. 
因为 了 是 连续 的 , 所 以 省 与 4a 都 相对 地 开 于 4 中。、 这 说 明了 和 4 
不 连通 , 与 假设 矛 导 、 因此, f (4) 必须 是 空间 了 的 连通 集 . 卫 

特别 地 

(49) 系 如 果 并 是 一 个 连通 宝 间 , 又 F 工 -> 了 连续, 则 
(ZZ) 是 空间 了 的 一 个 连通 集 ; 因此 当 了 是 满 西数 时 , 了 也 是 一 个 
圳 通 空间 . 

由 此 可 见 : 

(1.15) 系 空间 (或 点 集 ) 的 连通 性 是 一 个 拓扑 性 质 

我 们 在 下 面 举 几 个 简单 的 但 不 很 自然 的 连通 空间 的 例子 ， 比 

2T 


较 自 然 和 比较 复杂 的 例子 留待 以 后 举 出 。 

例 1 在 全 (一 )149 中 提 到 的 西 尔 宾 斯 基 空 间 以 及 例 
《一 ) 切 中 的 空间 ( 互 ，.9) 都 是 连通 的 , 因为 它们 符合 定义 仁 .了 的 
要 求 . 

例 2 任何 拓扑 空间 的 单 点 集 都 是 它 的 连通 集 . 又 Y 互 z 包 
著 了 ={ 了 ,外 , 则 空间 ( 且 , 9) 显然 连通 ， 

例 8 至 于 不 连通 的 空间 , -我 们 举 出 任何 离散 空间 为 例 , 除非 
它 只 包含 单独 的 一 全 点， 包含 两 个 以 上 的 点 的 离散 空间 还 有 一 个 
特点 , 那 就 是 , 它 的 包含 两 个 或 两 个 以 上 的 点 的 子 集 都 不 连通 ， 这 
样 的 空间 叫做 完全 不 过 通 的 换 名 话说， 凡是 由 至 少 两 个 点 构成 
的 离散 空间 都 是 完全 不 连通 的 但 是 有 反 过 来 却 不 对 ， 完 全 不 连通 
的 空间 不 一 定 是 离散 空间 ， 例 如 康 托 尔 集 C 就 是 完全 不 连通 的 ， 
但 不 是 离散 的 - 

例 人 4 任 到 一 个 点 <cER. 令 . 

=]-%, oflllle, +cof[ . 
] 一 eo, a[ 与 ]% 十 ce[ 不 但 是 良 的 开 集 ， 也 是 它 的 子 空间 互 
的 非 空 开 集 ， 由 此 可 见 ， 马 是 不 连通 的 。 以 后 我 们 将 证 明 ， 所 有 
的 区 间 ( 包 括 退 化 的 在 内 ) 都 是 实 直线 民 的 连通 集 , 所 以 对 不 是 完 
全 不 连通 的 、 


二 、 空 间 的 分 支 连 通 空间 的 积 空间 


设 互 是 一 个 拓扑 空间 ， 我 们 定义 互 中 前 一 个 二 元 关系 召 
如 下 : 
9 如 9 多 习 空 间 总 的 一 个 连带 集 43 2 9E4. 
因为 空间 马 的 每 个 单元 点 集 盆 } 是 连通 的 , 所 以 
人 @ 例 (一 )14 指 的 是 第 一 章 的 例 14, 依 此 类 推 , 
, 192 . 


YPpEZ, PpRp 
总 成 立 , 即 召 具 有 自 反 性 .关系 吾 具 有 对 称 性 是 明显 前 : 
PhayRy. 
现在 假定 PRg 与 9 Rr 成 立 ， 那 末 , 3 的 连通 集 4 与 BB, gt 
», gEANg, rEB. 
因为 9€ 4 门 B, 所 以 根据 以 .8), 4UB 是 连通 的 ， 既 然 
PEAUBArEAUB, 
那 末 , p Br 必然 成 立 ， 因 此 关系 了 又 具有 传递 性 ， 由 此 可 见 ， R 
是 世上 的 一 个 等 价 关 系 ， 于 是 我 们 得 到 下/R, 即 下 对 于 及 的 
商 集 . 

.1 定义 商 集 瑟 / 吾 的 每 个 元 素 都 叫做 空间 卫 的 一 个 
分 支 . 换 名 话说 ,空间 卫 的 分 支 就 是 关于 等 价 关 系 召 的 等 价 类 . 

下 面 命题 的 真实 性 是 明显 的 . 

(2.2) 如 果 空 间 的 一 个 连通 集 4 与 子 的 一 个 分 支 0 

证 依 假设 3pE 4N0。 令 g 为 和 4 中 的 任 一 点 因为 4 是 
连通 的 , 所以 pg 成立， 但 是 pwEO: 可 见 9g€E OC， 因此 4CO. I 

避 .3) 是 空间 了 的 分 支 坊 0 是 连天 的 . 

证 分 支 C 既 为 关于 等 价 关 系 呈 的 等 价 类 ， 因 而 点 
BoE O。 按 等 价 关系 五 的 定义 ，YpE O, 由 于 2 召 2 成 立 , 因而 习 
空间 革 的 一 个 连通 集 do 习 光 PE 4， 因为 moE4 门 C, 所 以 根 
据 (2.2)，4z*CC， 直 此 可 见 。 . 

O=Lec hs. 
既然 PoE 门 pec 4p, 于 是 从 人 ,9) 立 即 推出 马 是 空间 并 的 一 个 连 
通 集 . ] 

《2.4 系 每 个 分 支 避 都 是 空间 工 的 极 大 连通 集 ， 换 言 

乞 车 44 是 于 的 连通 集 , O 是 五 的 分 支 , 则 0 为 连通 集 , 且 
,1283 。 


OcA>ACO, 

证 由 于 Ox 这 是 (2.2) 与 (2.3) 的 直接 推论 ,四 

系 (2- 汉 的 逆 命 题 显然 也 真 ， 即 空间 碾 的 极 大 思 通 集 必 为 并 
的 公交 

下 面 的 命题 是 (23. 约 的 直接 推论 、 

(2.5) 系 空间 工 的 每 个 分 支 C 必定 是 团 集 。 

证 根据 (2.3) 及 (1.11)O 是 空间 于 的 连 运 集 ， 但 是 CcO. 
于 是 根据 (2. 多 , 我 们 有 如 CO， 册 此 0~0, 从 而 知道 0 是 闭 
集 . 了 

令 4 为 空间 也 的 一 个 随意 非 空 点 集 、 我 们 称 式 的 子 空间 
4 前 分 支 为 点 集 4 的 分 支 ， 根据 系 (2. 闪 ,点 集 和 4 的 分 支 必 然 可 
对 地 疼 于 于 窒 间 和 4 中 。 

我 们 现在 去 证 明 下 面 的 重要 定理 . 

(2.6) 定理 如 果 {Zlter 是 连通 空间 的 任意 一 个 非 空 族 ， 
那 术 , 积 空间 瑟 二 Tex 允 :也 是 连通 的 ， 

证 * ”在 积 空间 对 中 任 取 满足 如 下 条 件 的 两 个 点 g=fpher 及 9 一 
{guer 除 ; 一 和 0E 了 外 ,对 于 了 中 任 混 其 他 的 标号 总 有 一 gm 我们 去 证 
明 p 和 g 属于 空间 并 的 局 一 分 支 

事实 上 , 令 


A={r= fr} EZIVinio, rp =g}. 
如 此 ， 则 集合 和 包含 点 2p 与 点 9 如果 我 们 能 够 断定 积 空 闻 也 的 子 空间 4 
与 空间 X 同上 胚 , 闭 未 , 么 就 必然 是 连通 的 了 。 为 此 ,定义 产 4 > 区 如 下 : 
YreA, 令 f=r, ER 

于 此 , 1% 是 点 ? 的 训 列 标 ， 显 然 了 是 向 坐标 函数 在 点 集 4 上 的 限制 ， 所 以 
它 是 子 空间 4 到 空间 了 内 的 一 个 连续 函数 , 并且 它 显然 是 一 个 单 函 数 ， 眸 
然 我 们 可 以 取 随 意 的 一 点 roE 作为 4 的 一 点 7 的 加 坐标 , 可 见 了 还 是 一 
个 满 函 数 ， 不 难 断 定 了 的 反 函 数 广 ! 也 是 连续 的 。 事 实 上 ,既然 空间 ,的 
任意 点 ru 在 六 之 下 的 象 为 4 由 的 点 广 {re)， 它 的 加 付 标 就 是 ram 
C90), 而 看 于 io， 它 的 1 举 标 为 P= 所 Tr4)， 那 未 ，Vi ET，j7! 或 者 是 全 
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等 函数 , 或 者 是 常 值 函数 , 无论 怎 样 , 六 :六 的 # 分 支 函 数 ) 都 是 连续 的 - 于 
是 根据 定理 CL.6.19), 六 + 必定 连续 ， 由 此 可 见 ， 了 是 子 空间 4 到 连通 空间 
了 上 的 一 个 同 胚 . 这 证 明了 人 4 是 空间 并 的 连通 集 ， 所 以 点 乡 和 点 4 属于 
积 空间 也 的 同一 分 支 。 
设 p 与 & 为 积 空间 了 的 任意 两 个 点 ， 它 们 的 对 应 坐标 不 相同 的 只 有 有 
限 多 个 
P= Ce Pas os Pes Pees 2 Pe 机 
人 
其 中 名, 下 Ps 中 2 本 9o， …， 2 中 gs 但 是 所 有 其 他 的 对 应 坐标 都 相 
间 ， 现 在 令 


PP Gi Ps, Pe ee 
PO= C0, Gi Ee Pes 


因为 点 z2 和 点 ?只 有 一 个 对 应 坐标 不 同 ， 所 六 2 和 沁 属 于 同一 分 支 ; 同 
样 , py? 和 p 中 属于 司 一 分 支 , 依 此 类 推 ， 因此, 点 沁 和 点 9 属于 同一 分 支 . 
最 后 , 令 p~ {pd} 是 积 空间 下 中 任意 一 点 ,并 令 0 为 积 空间 入 中 包含 
点 p 的 分 支 、 在 空间 及 中 任意 取 一 点 4 一 {gj}。 不 难看 出 , gE0.。 事实 上 ， 
设 口 是 空间 县 由 点 4 的 一 个 随意 开 邻 域 。， 那 末 , 习 标 号 让 启 …，n 与 点 
集 本 ,Di …， De 8. 本 开 于 空间 了 ,中 避 二 1 2,，…, mm), 并 且 
4EIIGT Uo …， Do)cD- 
任意 取 一 点 二 {和 ，S- YhE AG 一 gw 但 当 i 过 生 时 ， 则 有 各 二 91。 
于 是 由 于 qi,~~qs& Do， 显而易见 
ge Us *%, De) ED, 
另 一 方面, 琴 为 9 和 少 只 有 有 限 多 个 对 应 坐标 不 根 局 , 所 以 & EC 由 此 可 
见 , UNC。 因此 从 口 是 包 含 点 9 的 任意 开 集 这 一 事实 推出 , ge 可 但 是 
入 据 系 (2.5), 0 是 闭 集 ; 可 见 YEC。g 既然 是 积 空间 的 随意 点 , 那 我 们 就 
必须 有 工 一 C， 这 就 证 明了 积 空 刘 开 的 连通 性 . 】 


例 5 显然 , 任何 完全 不 连通 空间 的 分 支 只 是 一 个 单元 集 . 任 
何 连 通 空 间 也 的 分 支 只 有 一 个 , 即 也 


25。 


三 、 度 最 空间 的 完全 性 、 凸 性 与 连通 性 


度量 空间 的 完全 人 狂 与 同性 都 是 度量 性 质 ， 但 是 , 如果 把 它们 
结合 起 来 , 却 产生 出 一 个 拓扑 性 质 , 即 连通 竹 ， 电 于 完全 性 与 凸 性 
就 其 本 身 而 论 也 具有 重要 意义 ， 所 以 关于 它们 的 一 些 主要 度量 事 
实在 本 节 中 也 将 予以 前 述 . 


1. 8- 链 ”我们 去 证 明 凡是 连通 度量 空间 都 必须 具有 的 一 个 
度量 性 质 。 为 此 , 我 们 首先 给 出 二 面 的 

(3.0D 定义 令 p 与 9 为 度量 空间 (了 , 中 的 一 对 点 ， 并 且 
令 。 为 随意 给 定 的 一 个 正 实数 ”如 果 3 拉 PEZ(%=0, 1, 2, 
0 ,Sb 

和 一 多 p= gMdpe-s, pr) <e, 全 一 卫生 二， 

那 末 ， 我 们 就 说 ， 有限 序列 Po, 各， pz， …，pm 是 连结 点 加 和 
点 4 的 、 空间 (及 , 中 中 的 一 条 s- 链 . 

(8.2) 定理 ”如果 度量 空间 (和 Z, 中 是 连通 的 , 那 林 , Ye>0, 
空间 卫 的 每 一 对 点 都 能 够 用 其 中 的 一 条 s- 链 连结 起 来 . 

证 假定 恰恰 相反 ，3s>>0,，a. t. 连通 度量 空间 互 的 某 一 对 
点 4 与 5 不 能 用 一 条 s- 链 连结 起 来 ， 能 与 点 4 用 年 中 的 一 条 8- 
链 连 结 起 来 的 了 中 所 有 点 (包括 点 4 本身 在 内 ) 组 成 的 集合 , 我们 
用 4 来 表示 . 令 B 一 4. 于 是 我 们 有 aE€ 4, 5E B, 并 且 

访 =AL1B. 
不 难看 出 , 点 集 4 与 B 互相 漏 离 。 实 际 上 , 如 果 
3pEANB, 如 HgEB, st dlp, 9 <s. 

因为 BE 4, 斌 以 从 碌 的 定义 看 出 , 3 芝 中 连结 点 2 到 点 5 的 一 
条 s- 链 ， 但 是 &(p, 人 <s。 可见 只 要 把 点 9 加 入 到 这 一 条 s- 链 
»126 。 


就 得 到 联结 9 到 4 的 一 条 s- 链 ， 这 与 9E 好 这 一 事实 了 矛盾， 同样 
地 ,如 果 习 gE 站 B, 则 因为 点 pE 4, 所 以 3g€E4, 8. tb.d(%, 9) 
<s, 于 是 点 Pp 就 能 够 用 一 条 6- 链 联结 到 点 4， 这 与 DEB 这 一 事 
实 矛 拓 ， 由 此 可 见 , 点 集 4 与 召 是 互相 隔离 的 , 又 
A118. 

但 依 假设 空间 互 是 连通 的 。 这 就 与 命题 民 . 辐 蔬 盾 ,3 

定理 (3.2) 的 道理 显 狼 不 真 . 

例 8 作为 实 直线 RR 的 子 空间 , @ 是 不 连通 的 , 其 实 , 它 是 完 
全 不 连通 的 ， 可 是 Ys>>0, 它 的 每 一 对 点 都 能 够 用 一 条 s- 链 连结 
起 来 . 

要 使 定理 (3.2) 的 道理 成 立 ， 还 必须 另 加 条 件 , 这 和 留待 以 后 讨 
论 ， 


2， 完 全 度量 空间 ”从 定义 人 .2,2)， 我 们 立即 得 到 下 面 的 命 
是. 
(8.8) 如 时 度量 空间 (了 X， 愉 中 的 点 列 {ps} 收敛 , 那 末 ,“ 柯 
西 条 件 " 注 足 , 妈 
Ys>0, ANENS .mm n> N30 (pn, pm) <8. 
证 如 果 点 PE 下 是 点 {pw} 的 极限 , 那 末 ， 
Ys>0, 3NEN, 


pw 和 < 和 人 42(P, Pm) < 村。 
于 是 当 %, n>> 术 时 , 有 
Gps, Pn) SP, P) HAP, pm) <3. 了 
显然 命题 (3.3) 的 道 命题 不 真 . 
例 了 取 例 4 中 的 度量 空间 为 例 , 令 
pa 了 二 (EN); 
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则 五 中 的 点 列 {pw} 显然 满足 柯 西 条 件 ,但 是 它 在 空间 了 中 不 收 
敏 . 这 是 因为 , 点 列 {zn} 在 实 直线 民 中 的 唯一 的 极限 4, 在 子 中 
已 不 存在 . 

《8.4 定义 在 任何 度量 空间 ( 子 , 办 中 , 满足 柯 西 条 件 的 
序列 岂 做 柯 西 序列 . 

明显 地 , 当 {pn} 是 一 个 柯 西 序列 时 ， 它 的 每 个 子 序列 也 是 柯 
西 序列 。 又 从 《3. 肪 看 出 , 所 有 的 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 . 

(3. 态 ”定义 如 果 度 量 空间 ( 琶 ， 钞 中 的 每 个 柯 西 序列 都 收 
剑 ,， 那 末 ，( 卫 ， 四 就 叫做 一 个 完全 度量 空间 或 简称 完全 空间 ， 设 
了 CX, ¥B.。 如 果 吾 作为 (了 ,中 的 子 空间 是 完全 的 ， 则 思 称 
为 度量 空间 (了 ,只 的 一 个 完全 集 . 

我 们 约定 ， 空 集 是 每 个 度量 空间 的 完全 集 . 

例 8 很 明显 ,任意 维 的 网 氏 空 间 都 是 完全 的 ， 特 别 地 , 实 直 
线 民 是 完全 的 ， 例 4 中 的 度量 空间 卫 则 是 不 完全 的 . 

我 们 再 去 举 一 个 完全 空间 的 重要 例子 . 

(3.6) 项 尔 伯 特 空间 互 " 是 完全 的 . 

证 令 {ow} {oP oo 
为 五 " 中 的 一 个 任意 柯 西 序列 .显而易见 ,YhEN, 

wh, oh, wD, ,2 
是 实 直线 民 中 的 一 个 柯 西数 刑 ,因而 收 全 于 只 的 一 个 点 me 
lm oh = sy, 
令 z= {oajicx<rw。 容 易 看 出 
oEH’, WH lm 

事实 上 , 车 以 8 让 示 及 "的 度量 , 则 因为 {zs} 是 豆 " 中 的 一 

个 栖 西 序列 ,所 以 
Ya>0 INEN3m, > 一 C(en tn) <s, 

"TI28， 


于 是 VvEN, 必然 有 
| CPP 一 < 
让 mm 国定 ,并 让 mw>o0, 得 到 
家 Gre 
再 让 ->o0, 得 到 
SC -oo 
因此 无 穷 级 数 2 (ef 一 gw)? 收 全 ,所 以 
{fo — renE H*, 即 om 一 CE 五 
这 证 明了 swE 豆 "， 因 为 当 m,， n> 时 有 
G (wm, 2 Ss A dmm, wn) <B, 
所 以 当 %> 困 时 有 (ws, 办 <38， 因 此 
lim 一 各 
五 "的 完全 性 于 是 得 证 ,，]】 
现在 让 我 们 米 讨论 完全 空间 的 一 般 性 质 . 
(3.7) 定理 完全 空间 邓 的 点 集 卫 是 完全 的 兮 丈 闭 于 空 
间 碟 中 ， 
证 = 坊 。 假定 习 pE 四 3 .9 得 环 这 样 一 来 , 必定 有 PE 
在 此 情况 下 , 不 难看 出 , 习 歹 中 的 一 个 序列 {ps},s. ,在 空间 于 中 
limp =p. 
因此 {ps} 是 空间 了 的、 同时 也 是 子 空间 也 的 一 个 柯 西 序列 .但 
是 根据 民 .2.4， 序 列 {pn} 在 互 中 只 有 一 个 唯一 的 被 限 刀 而 
2 和 了 所 以 序列 {pa} 在 邓 中 就 不 能 收敛 。 这 证 明了 条 件 是 必要 
的 。 


和 后。 设 {pw} 是 点 集 忆 中 的 一 个 随意 的 柯 西 序列 ; 那 末 ， 
29 。 


{pn} 也 必须 是 完全 空间 互 的 一 个 柯 西 序列 ， 因 此 它 必须 收敛 于 
了 的 一 点 Pp 
lmp, = 

不 难看 出 , DG 总 因为 允 是 空间 卫 的 闭 集 , 所 以 PE PF， 既然 
中 任意 柯 西 序列 {pw} 在 到 中 都 收敛, 那 末 , 了 就 必须 是 完全 集 . 
六 此 条 件 也 是 充分 的 ， 了 

(3.8) 定理 如 果 (X1, GD ，( 瑟 2 辐 ) (Rs 是 完全 
空间 的 一 个 有 限 序 列 , 并 且 ( 慑 , 必 人 TL 了 60), 其 中 是 第 一 
章 第 七 节 的 公式 GO 中 所 定义 的 底 量 , 那 末 , 度量 积 ( 卫 ， 外 基 一 个 
完全 空间 . 

证 令 {fp}ven 为 度量 积 ( 互 ， 协 中 的 一 个 随意 的 柯 西 序列 ， 
其 中 VvEN, 

p= (PP, PE, op, POET, 2 OD. 
于 是 

Yes>0, INENBDp, > 有 dp) < 8. 
但 是 &(p, 8) dap, pH), (一 六 2 2 ), 
因此 

p>NAv>N3d (pm, pH) <e, (m1, 2,», 2). 
由 此 可 见 ，YiE 4(m)，{pf} 是 完全 空间 (Xs 只 的 一 个 柯 西 序 
列 ,因而 


3mEZ, 9. 丰 lim pH =p. 
令 p= 《Pi Pa, …, Pn); 则 PE 及 ,并 且 容 易 看 出 
limp™—p. 
所 以 度量 积 ( 子 , 只) 是 完全 的 ,了 
设 在 间 一 非 空 集合 有 也 上 定义 了 两 个 度量 8 与 @, 58 
(p, 0) EZ, 
.TI30。 


po'(p, 9 Ap, DE (p, 的， 0<A<N OD 
那 末 , 度量 @4 与 2 等 价 .. 如果 
当 mo moo 时 ，G(ph, pm) 一 0， 

则 因为 opr, pm) EF dbp, po)， 
所 以 当 mn, nn 一 00 时 , 2 (pn, Pm)—>0., 

反 过 来 , 如果 

当 mm, ->00 时 ，07 (pn, pn)—> 0, 

则 因为 Epo Pm) EH (Pe, Pm), 
所 以 当 mm, n>o0 时 , (po, ge)-0 

由 此 可 见 , 如 果 {pn} 是 度量 空间 ( 闷 ,， 四 的 柯 西 序列 , 则 {pw} 
也 是 空间 ( 互 ，o) 的 柯 西 序列 ， 并 且 反 过 来 也 对 。 由 于 等 价 度 
量 8 与 @ 导 致 他 上 的 闻 一 拓扑 ,我 们 便 证 明了 下 面 的 定理 ， 

(8.9) 定理 设 非 空 集合 全 上 的 等 价 度 量 9 与 9 满足 条 
侍 忆 .于 未 ， 

(办 是 完全 空间 令 (区 的 基 完 全 空间 ， 

由 (8.8) 与 (3.9) 我 们 立即 推出 

(3.10) 系 如 果 在 定理 (8.8) 中 把 开 二 Js Z 上 的 度量 
妃 换 成 第 一 章 第 七 节 的 公式 (GD 及 (ID 中 不 定义 的 度量 双 及 中， 
则 依次 所 得 % 个 完全 空间 (ZX:, 加 的 两 个 度量 积 (王国 与 ( 袜 ， 
也 ) 都 是 完全 空间 . 

我 们 现在 把 定理 (8.8) 推 广 到 无 穷 可 数 的 情形 去 . 

(38.11) 定理 设 {( 玉 n, dm)} 是 一 序列 完全 空间 。 如 果 积 

X= 

上 取 第 一 音 第 七 节 的 公式 (IV) 中 所 定义 的 庶 景 8， 则 度量 积 
( 辽 , 四 是 一 个 完全 空间 . 

证 设 {wren™ {Ch, oh, 2 0, 1 Hien 
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是 度量 积 (ZX, 乓 中 的 一 个 任意 柯 西 序 列 ! 则 不 难看 出 ,Yn EN, 
有 有 a a 
是 完全 空间 ( 子 ,d,) 中 的 一 个 初 西 序列 。 
实际 上 , Ys>>0, 令 正 实数 入 如 此 选 定 , 8. 


和 
0<T 了 TAX 


因为 { 是 (Z, 中 中 的 一 个 柯 西 序列 ,所 以 3pEN, 8 二 
当 训 mw>p 时 , 常 有 a(w%, or < 和 
于 是 当 加 mj 时, 常 有 
而 (个 吧 ) 
于 


因 mn) 
因而 有 hm <TR < 


这 证 明了 YnEN，f{ekhen 是 完全 空间 (Xw go) 中 的 一 个 柯 西 序 
列 ,因此 


<a. 


lim % =—%, € Ts. 
em 


令 z 一 fj}， 我 们 去 证 明 ， 在 空间 ( 瑟 , 中 中 ， 柯 西 序列 {9 收敛 
于 点 


lim Vt, 
事实 上 , 易 见 Ya>0, voEN, s. 
3 dy ta) 8 
TT 
其 中 名 是 一 个 任意 的 标 数 ; 同时 因为 YnEN 
Tm er —%,, 
所 以 又 3vEN, 8s. 贡 当 匀 > 且 %<vo 时 ,总 有 
dt, to) < 


pr 
其 中 s- 阅 n 是 一 个 正 数 ， 这 样 一 来 , 当 6>v 时 总 有 
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of 办 < 


所 以 lim w'~%, 
这 证 明了 庶 量 积 ( 左 ， 全 中 任意 的 柯 西 序列 都 收敛 ， 从 而 定理 得 
证 . 了 


例 8 在 例 8 中 我 们 已 经 提 到 实 直 线 只 古 一 个 完全 空间 ， 这 
是 众所周知 的 。 至 于 任意 维 的 网 撕 空 间 R* 的 完全 性 , 现在 已 不 用 
验证 , 可 直接 从 系 (3.10) 看 出 ， 从 定理 (8.11) 还 看 出 , 弗 荣 葡 度量 
空间 及, 也 是 完全 的 、 


3， 四 空间 设 ( 了 , 四 是 一 个 任意 给 定 的 度量 空间 , 与 y 是 
容 间 五 的 任意 一 对 点 。 如 果 空 间 下 的 一 个 点 4 满足 第 件 


do 一 G(s 肪 = 各 ao 把， 


则 点 # 则 做 点 与 点 乡 的 一 个 中 点 . 

容易 举例 说 明 ， 一 般 说 来 , 点 十 与 虚 4 的 中 点 可 以 不 止 一 个 ， 
如 果 它 位 的 中 点 存在 的 话 . 

(3.13) 定义 “如果 度量 空间 及 的 每 一 对 点 都 有 一 个 中 点 ， 
那 末 , 了 就 叫做 一 个 凸 的 度量 空间 ,或 简称 为 凸 空间 . 

显而易见 ,上 度量 空间 的 出 狂 是 一 个 度量 性 质 . 

和 如果 度量 空间 芝 的 一 个 非 空 点 集 4 作 为 了 的 子 空 阐 是 晤 
的 , 那 末 , 点 集 4 就 叫做 麻生 空间 节 的 一 个 凸 集 .我们 约定 : 空 集 
是 任何 度量 空间 的 是 和 集 . 

下 面 的 两 售 命题 是 很 明显 的 

(8.18) 如 果 ( 了 ao 罗 他 = 了 2 夫 匡 总 讼 间 的 一 个 有 
层 序 烈 , 闪 县 


(X, ST Ky, de), 
其 中 6 是 第 一 章 第 七 节 的 公 珀 (中 一 (TD 中 所 定义 的 三 个 度 綦 中 


EA 


188， 


的 任何 一 个 , 那 末 , 麻 景 积 ( 工 ， 中 也 是 凸 的 

(3.14) ”如 果 度 量 空间 ( 芝 , 功 是 凸 的 , 那 索 ,对 于 每 个 s 之 0， 
空间 工 的 每 一 对 点 都 能 够 用 三 中 的 一 条 s- 链 把 它们 连结 起 来 

例 划 作为 实数 直线 民 的 子 空间 , @ 显然 是 凸 的 .这 是 因 
为 Yla, 站 EY 令 o= 寻 2 则 oEQ; 并 且 点 是 点 4 与 点 
的 中 点 ， 我们 在 例 6 中 已 经 指出 , @ 是 不 连通 的 ， 由 此 可 见 ， 目 
空间 不 必 连 通 。 叉 实 直 线 民 显 然 也 是 一 个 凸 空间 . 

我 们 再 去 举 一 个 点 空间 的 例子 . 

{3.15) 项 尔 伯 特 空间 五 " 是 是 的 . 

证 令 w= {wn EH®, y= {yn} EH™. 
那 末 , 由 闵可夫 斯 基 不 等 式 立即 看 出 

w+y= [os 十 go E 五 ". 


于 是 ， 若 令 3 去 C+ 的 = 舍 估 + 的] 人， 
则 2zE 瑟 ". 显然 


1 


at 习 -[ 到 -aa 下 -人 二 让 oo 


AI 


-信访 (m0[ 名 @ 


fol 


同 再 ao W— 寺 dw, 9), 
所 以 * 是 点 与 点 $ 的 中 点 。 因 此 及" 是 一 个 是 空间 . 卫 
我 们 去 证 明 下 面 的 重要 定理 ， . 
(8.16) 定理 如果 完全 空间 ( 工 ， 四 有 一 个 骆 密 的 只 入 也 
邢 未 , 空间 不 是 连通 的 ， 
“4 


证 假定 空间 瑟 不 是 连通 的 ，、 那 末 ， 必 然 存 在 空间 了 的 不 

相交 的 非 空 间 集 也 与 GQ,，s. t. 
X=FlG. 
因为 五 与 G 同时 又 是 空间 互 的 开 集 , 而 且 召 在 及 中 处 处 稠密 ， 
所 以 
习 点 入 EFPNEANI 点 EGNE. 

令 9(m, 扩 ) 一 6， 那 林 , se>0， 肯 然 点 集 吾 是 凸 的 , 点 号 与 虞 
几 就 必定 有 一 个 中 点 所 E 吾 如 果 乒 GE 吾 则 令 ma 一 加 扩 一 久 3 
否则 令 se 一生 ， 喝 一 右 ， 但 是 无 论 如 何 我 们 总 有 


aeo gs) 一 二 后 (my 喇 =OValau mm) 一 可 可 
d(gs, ga) =0V Gly, 如 一 雪 e. 


假设 对 于 已 知 整 数 %>>1, 点 ac 了 站 如 及 WEGI 召 已 经 确定 ， 
使 得 下 面 的 条 件 满足 - 


1 av yo) Hr 


2 Glew, mo) 一 0 或 者 让 raid om) 一 0 或 者 三 
如 果 mE 思 是 点 zs 和 名 的 一 个 中 点 (由 于 马 的 凸 性 , 这样 的 中 点 
总 存在 ), 而 且 为 EP， 则 令 ear 一 因 gid 一 加 否则 令 tri 一 加， 
std 一 a， 显 而 易 见 

aasun gt 一 让 忆 

oo ant ~0 或 首 - 训 -5G(h, gi) 一 0 或 省 识 
于 是 由 归纳 法 我 们 构 作 了 点 集中 的 一 个 序列 {or} 以 及 点 集 
中 的 一 个 序列 {yn}, s. .YnEN, 它们 的 项 ox 与 如 满足 条 件 1， 
又 YnEN, n>1, 它们 满足 条 件 2"。 
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从 条 件 3" 看 出 ，{zaj 与 {y} 都 是 柯 西 序列 ; 又 既然 思 与 @ 
都 是 完全 空间 了 的 闭 集 , 那 末 它们 的 极限 > 与 y 必须 分 别 属于 也 
与 G. 然而 从 条 件 1° 我 们 又 知道 


Tim w= lim gw 
即 z=y， 这 与 瑟 、G 两 个 点 集 不 相交 的 假设 和 矛盾 因此, 空间 芝 
必须 是 连通 的 . 〗 
由 此 可 见 : 


(8.17) 系 如 果 突 爹 空 间 工 是 澡 的 , 那 末 , 它 必然 是 连通 
的 . 
由 (3.6)、(3.16) 与 (8.17) 立 即 看 出 ， 
(8.18) 着 尔 伯 特 空间 及" 是 连通 的 ， 


四 、 欧 氏 空间 的 连通 集 * 连 通 空 间 
上 的 连续 实 值 竹 数 


本 节 的 目的 在 于 把 以 上 各 节 的 理论 应 用 于 特殊 的 度量 空 
间 一 一 2” 维 欧 氏 空 间 R" 中 去 ， 并 揭示 连 适 集 上 的 连续 实 值 函数 的 
一 个 有 趣 的 性 质 ,而 出 此 可 以 看 出 拓扑 学 的 力量 ， 在 这 一 节 里 我 
们 还 要 简 路 地 提 到 所 谓 的 “道路 连 怕 人 性” 

我 们 首先 注意 到 , 从 例 9、 例 10、 命 题 (3.13) 及 (3.17) 可 立即 
推出 : 

(4. YnEN,，n 维 欧 氏 空间 Re* 是 连通 的 ; 特别 地 , 实数 直 
线 民 是 连通 的 . 

下 面 是 实数 直线 R 的 连通 集 的 判别 定理 . 

(4.2) 定理 实 直线 民 的 皮 集 I 是 连通 的 全 了 是 一 个 区 


辐 . 


证 所. 退化 区 间 显 然 都 是 恨 的 连通 集 , 因此 可 设 工 是 一 个 
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非 姐 化 的 区 间 ， 如 果 工 是 一 个 闭 区 间 , 那么 , 由 于 民 是 一 个 完全 
空间 , 祖 据 定理 (3.7), 既然 了 闭 于 民 中 , 工 也 是 完全 的 ， 又 了 工 显 
然 也 是 凸 的 。 于 大 根据 系 (3.17), 任何 闭 区 间 了， 有 限 或 无 穷 , 都 
是 实 直 线 尺 的 连通 集 . 
设 工 是 一 令 跪 意 的 有 限 开 区 间 : 
T= Ja, 8[ , a<b, 

在 工 中 任 取 一 点 co.4<c<b, 并 取 a, B,s. t. a<e<c<B<6 网 
部 


Ts 区 PIA sg le BI #9. 


ic 


前 面 已 证 ,每 个 这 样 的 闭 区 冶 tz, 月 都 是 连通 的 , 因此 根据 (1.9)， 
开 区 河 工 是 尺 的 一 个 连通 集 ， 同 理 可 知 , 任何 无 限 开 区 间 记 都 是 
R 的 一 个 连通 集 . 

如 果 工 是 一 个 随意 的 闪 开 区 间 1]o, 5 1: 

71= 34 旭 (成 I= fs, 5[ ), 

基因 为 To= ja BL CTCR- la, bi, 
而 如 前 所 证 是 连通 前 , 所 以 根据 民 .10), 半 开 区 间 了 也 是 连通 
的 . 

这 样 一 来, 任何 区 闻 痢 是 尺 的 连通 集 . 

仿 . 设 工 是 民 的 一 个 连通 集 , 但是 工 不 是 一 个 区 间 ， 令 

G 一 inf7， 五 一 ulp 工 
(如 果 工 无 下 界 , 则 a= 一 oo 其 果 工 无 上 界 , 则 8 十 co) 由于 
I 不 是 一 个 区 间 , 我 们 有 a<5, 并且 3AER,s. t. a<%<b, $I 
令 
U=-{oET2<N, V-eéEITs>N; 
则 U=IN 1 -co，AX[ ,V=IN J]%, +oof, 
并 且 I=ULV. 
民 然 ac-inf 了, b 一 sup I， 可 见 避 到 多 了 因为 0 号 广 者 相 
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对 地 开 于 工 中 , 所 以 工 就 应 该 不 是 连通 的 了 ， 这 与 所 设 矛 盾 、 因 
此 工 必须 是 一 个 区 间 , 卫 

于 是 例 么 中 提 到 的 “所 有 区 间 都 是 只 的 连通 集 " 这 一 事实 , 狗 
在 得 到 了 证 明 . 

紧 接 着 例 (一 )30, 我 们 已 经 定义 了 %% 维 开 长 方 体 及 % 维 超 平 
行 体 .% 维 开 长 方 体 的 任何 同 胚 象 称 为 开 的 % 维 胞 腔 ， 或 简称 
为 % 维 胸腔; % 维 超 平行 体 的 任何 同 胚 象 ， 即 抑 维 胞 腔 的 闵 包 ,， 叫 
做 闭 的 % 维 胞 腔 或 n 维 盘 面 (一 个 特殊 的 二 维 盘面 已 见于 例 ( 一 ) 
34 中 ). 

从 定理 (4.2) 及 定理 (2.6) 看 出， 任意 “个 区 间 的 竺 卡尔 积 都 
是 所 维 欧 氏 空间 民 "的 连通 集 ; 特别 好， 任何 % 维 开 长 方 体 以 
及 m” 维 超 平行 体 都 是 R* 的 连通 集 ， 于 是 从 定理 以 .18) 看 出 ， 任 
何 % 维 胸腔 与 n 维 盘 面 也 都 是 久 的 连通 集 ， 但 这 并 不 是 说 , % 维 
胞 腔 和 % 维 盘面 或 任意 % 个 区 间 的 积 及 其 拓扑 象 ， 已 经 包罗 
了 维 欧 氏 空间 氏 的 所 有 连通 集 ， 不 是 的 , 当 n>2 时 , 情况 较 所 
能 想象 的 远 为 复杂 ， 例 如 由 不 等 式 

0O<r<VetF < 
所 定义 的 平面 R 上 的 环 状 区 域 可 以 证 明 是 连通 的 , 然而 它 却 不 属 
于 上 面 所 列举 的 任何 一 类 . 关于 这 些 的 详细 讨论 , 已 经 超出 了 这 
本 书 的 范围 . 

从 定理 (4.2) 及 定理 (1.18)， 我 们 毫 不 费力 地 推出 下 面 的 定 
理 , 它 是 古典 分 析 学 中 著名 的 “中 间 值 定理 "的 推广 . 

(4.3) 定理 ”如 果子 是 连通 空间 卫 上 的 一 个 连续 实 信函 
数 ,又 Pp 与 9 是 空间 入 的 两 个 点 , 8. 丰 

f(D =o, FD)=b, ob, 
那 末 , 在 交 上 可 以 取 到 介 于 a 与 5 之 间 的 任何 值 , 换 句 话说 
Ve, a<o<b, 34ER, s.t. Ff(%)=6. 
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证 了 ( 子 ) 既 然 是 实数 直线 民 约 连通 集 ， 那 末 ，f( 了 ) 就 必须 
是 一 个 区 间 ， 但 是 aEf《(X), PEF(X). 因此 [2, 51cF(ZX)。 
由 此 可 见 

VeER, a<ec<b, IrEX, 6.t.flo)=0. 1 

作为 定理 (4.3) 的 特 鲍 ,我 们 得 到 下 面 的 

(4.4) 系 如 果 了 是 空间 甘 的 非 空 连通 集 4 上 的 连续 实 
值 丁 数 , 又 p 与 4 是 么 有 的 两 个 点 ,使 得 

f(D) < Og), 

那 来, 在 4 上 可 以 取 到 介 于 f(p) 与 1(9) 之 间 的 枉 意 但 . 

更 为 特别 地 , 我 们 有 

(4.5) 系 如 果 4 是 ww 维 欧 拓 空间 启 的 任 一 非 空 连通 集 ， 
县 了 是 4 上 的 连续 实 信 画 数 , 又 964,954 能 使 f(p) <f(g)， 
那 来, 了 在 和 4 上 可 以 到 到 介 于 了 (多 与 (gq) 之 间 的 任意 信 ， 

我 们 现在 去 给 < 数学 分 棉 > 宁 了 时常 遇 到 的 所 调 “ 区 城 "的 概念 下 
一 个 定义 ， 

设 万 CR" D4、 如 果 卫 是 nn 维 哆 氏 空间 Rr" 的 一 个 连通 开 
集 , 那 末 , DD 就 叫做 R" 中 的 一 个 区 域 ，R" 中 任何 区 域 刀 的 闭 包 
五 巴 笋 民 中 的 一 个 诸 区 城 @. 

如 果 在 系 (4. 辐 中 令 4 为 任 一 有 界 久 区 域 , 那 末 , 我 们 所 得 到 
的 就 是 古典 分 林 中 关于 连续 画 数 的 一 个 基本 性 质 , 通常 称 为 "中间 
值 定理 "或 “ 介 值 定理 ”， 我 们 看 出 ,这 一 往 质 之 所 以 产生 的 “根源 ” 
在 于 责 昌 仅仅 在 于 函数 的 连续 性 与 函数 定义 域 的 连通 性 ;“ 有 界 ” 
“ 闭 "“ 区 域 "等 等 要 求 都 是 多 余 的 . 

{4.6) 定义 设 加 是 空间 于 的 一 个 非 空 点 集 , 又 产 卫 > 如 
如 果 习 emoE 盏 gt 


Ff (2%0) 一 ao， 
人 @@ 区 城 与 闭 区 域 的 鱼 念 型 然 可 以 推广 到 任意 的 拓扑 空间 去 . 
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则 wo 称 为 函数 了 的 一 个 不 动 点 . 

把 (4. 细 应 用 到 一 维 盘面 ( 即 有 界 闭 区 间 ) ,我 们 得 到 下 面 的 

(4.7) 不 动 点 定理 设 f: {fe, 引 >[e, 串 连 绪 ， 那 末 , 了 有 
二 个 不 动 点 . 

证 YzE[w 可 , 令 

9 一 5 一 了)、 
那 来 , 9 是 然 是 区 间 [4, 站 上 的 一 个 连续 实 值 函数 ， 因 为 
po) <0<p(D), 

所 以 习 s0€ fa, 加 ,8. .p(wo) 一 0, 即 了 (zo) 一 mo。 因此 ,很 据 定义 
(4.6), 了 有 一 个 不 动 点 “0. 了 

我 们 现在 去 定义 “道路 连通 性 ”， 古 典 分 析 中 的 连通 性 实际 指 
的 就 是 “道路 连通 性 ”. 

(4.8) 定义 设 邓 是 一 个 拓扑 空间 , 又 4 与 4 是 它 的 两 个 
点 ， 如 果 习 7: [0, 4] 下子 , 7 连续 , 5. 去 

(0) =z, rll) =%’, 

则 了 称 为 空间 习 中 连结 点 2 与 史 的 一 条 道路 ， 如 果 Y(w 2) E 
了 习 连 结 z 与 2 的 一 条 道路 , 则 空间 民 叫做 道路 连通 的 . 

(&.9) 凡是 道路 连通 的 空间 蕊 都 是 连通 的 . 

证 这 是 很 明显 的 ， 事 实 上 , 任意 固定 一 点 zo€ 子 ; 了 既然 
是 道路 连通 的 , 那 末 , YE 了 邓 , 习 连结 m 与 2 的 一 条 道路 7s。 显 
然 

= ser ral [0, 1), 

人 srra([o, 习 ) 关 因 为 YsEX, voErs([0, 1))， 
并 且 每 个 ms([0, 刁 ) 都 是 对 的 连通 集 ， 所 以 根据 (CL.9)， 子 是 连 
这 的 ，1 

然而 命题 (4.9) 的 道 命题 不 真 , 反例 如 下 : 

例 11 Yz>0, 令 7oO 一 人 幼 EPR， 其 中 
sd0。 


ysin i. 
那 末 , 了 显然 是 区 间 ]0, 十 co[ 到 煞 内 的 一 个 连续 函数 (可 援引 
定 再 (1.5. 且 和 (1.6.19)). 令 
A=~f( 30, +co[ ); 
于 是 由 (4.2) 及 (1.18) 看 出 , 4 是 氏 的 连通 集 ， 令 
B= {{%, W ER Is~0, ly| <1}, 

并 令 了 =A1LB 则 见 和 一 子 。 因 为 4 是 连通 的 ,所 以 所 ,也 就 是 
玉 是 连通 的 ， 但 易 知 耳 不 是 道路 连通 的 ， 因 为 Y (0, go) EB 及 
Ylw, 妨 E 4, 不 可 能 有 卫 中 的 一 条 道路 连结 (0, yo) 与 (zw 胃 这 
两 个 点 ， 这 一 涯 可 请 读者 补 证 ， 

{4.10) 定义 ”如 果 拓 扑 空间 对 的 子 空间 4 是 道路 连通 
的 ,加 4 称 为 的 道路 连通 集 . 

(4.11) 定理 ” 任 亿 道路 连通 集 的 连续 象 是 二 个 道路 连通 
集 ; 特别 地 , 如 果 茶 个 空间 是 一 个 道路 连通 谈 间 的 连续 象 , 则 这 个 
空间 也 是 一 个 道路 连通 空间 .， 因此 , 道路 连通 性 是 一 个 拓扑 性 
质 


证 因为 子 空 则 也 是 一 个 拓扑 空间 ， 所 以 不 妨 假定 我 们 的 道 
路 连通 集 就 是 一 个 拓扑 空间 对 ,而 连续 西数 了 为 道路 连通 空间 马 
到 拓扑 空间 并 工 的 一 个 满 函 数 ， 

Y=f(X). 

于 是 YCy, y) EY’, I(w, go) EX s.t 

fo)—y, Fl) yy. 
因为 耶 是 道路 连通 的 ， 所 以 30, 41 一 对 的 一 个 连续 务 数 
F, 8. 二 

+O)=%, 7rD = 
令 =fr; 则 ?显然 是 [0, 力 到 空间 了 内 的 一 个 连续 函数 ,s. 如 
141. 


0) =—fr0) = fo) =y, 
“DD =fr(D =f 8) =y, 


因此 , "是 了 中 连结 点 9 与 9 的 一 条 道路 ， 由 此 可 见 , 了 是 道路 


连通 的 ， 


仿照 空间 的 分 支 的 定义 ， 我 们 也 可 以 定义 空间 邓 的 “道路 连 


通 分 支 "”. 


令 碟 中 的 一 个 二 元 关系 癌 定义 如 下 ， 
z 了 zl 信 习 总 中 连结 2 与 or 的 一 条 道路 


易 证 ， 五 是 一 个 等 价 关系 。 我 们 称 商 集 卫 / 卫 中 的 每 一 个 等 价 类 
为 空间 总 的 一 个 道路 连通 分 支 , 易 知 , 邓 的 每 个 道路 连通 分 支 都 
是 对 的 极 大 道路 连通 集 。 


习 题 


I. 试 证 下 列 各 命题; 
工 弗 莱 于 度量 空间 至 。 是 连 道 的 . 
2. Yn, #2 维 欧 氏 空 间 R" 中 除 空 集 8 与 R" 外 ,没有 其 他 苞 开 且 闲 的 
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点 集 . 


,如 果 口 是 拓扑 空间 工 的 一 个 连通 集 ， 它 包含 于 两 个 非 空 开 集 (或 


闭 集 ) 与 了 的 分 离 并 ZJ 中 , 那 末 ,CCTVYCcy. 


- 如 果 口 是 空间 羡 的 一 个 连通 集 , 4 为 立 的 一 个 任意 非 空 点 集 , 又 


Cn4x# 包 OnY4r#8 匈 那 末 , C 必须 与 4 的 边界 相交 . 


， 令 4 为 连通 空间 及 的 一 个 不 含 内 点 的 点 集 , 并 令 一 “4， 如 果 


属于 4 的 每 一 个 点 2 都 有 一 个 邻 域 We s. t. Won 台 是 连通 的 , 则 
召 必 然 也 是 连通 的 ， 试 举例 说 明 ， 了 没有 内 点 的 假设 对 于 结论 的 
真实 性 是 不 可 少 的 . 


如果 空间 于 的 每 一 对 点 都 包含 在 芳 的 一 个 连通 集中 , 那 末 , 了 是 


一 个 连通 空间 .。 


' 设 和 4 是 连通 空间 对 的 一 个 连通 集 ， 那 末 ， 


引 如 果 0 是 4 的 任 一 分 支 , 则 #0 是 连通 的 


b) 如 果 点 集 召 既 相 对 地 弄 主 又 相对 地 闭 于 %4 中 , 则 4 如 是 连 
通 的 ; 
9)》 如 果 C 是 %4 的 任 一 分 支 , 则 和 4UGC 不 必 是 连通 的 . 
8.” 令 0 表示 空间 民 的 任意 非 空 点 集 , 并 令 2(C) 表 示 0 的 分 支 的 个 
数 , 4(0) 可 为 有 限 或 无 穷 。 设 4 与 马 是 节 的 两 个 非 空 点 集 , 相对 
地 阅 于 4U 台 中, s. t. AN Bz， 那 未 
nAUB)+nCANB) mn Ad) +n(B). 
9. #8 维 殉 氏 空 何 R" 中 的 单位 球面 


Si {Co mo ERI 1} 


是 连通 的 ， 又 S81%R. 
10、% 维 欧 氏 空间 R* 是 道路 连通 的 。 
卫 , 设 { 汉 s}oer 是 一 族 拓 扑 空间 ， 那 未, 积 空间 TIaer Xa 是 道路 连通 
的 羽 VaEl, 了 Xs 是 道路 连通 空间 . 
开 , 如 果 对 于 拓扑 空间 的 每 个 点 2 以 及 点 2 的 每 个 邻 域 s 总 有 
点 有 的 一 个 连通 邻 城 F.C 可 。。 出 室 间 习 叫做 局 部 连通 的 ， 如 果 空 间 交 的 
点 集 妇 作为 卫 的 子 空间 是 局 部 连通 的 , 则 4 称 为 空间 蒜 的 展 部 连 第 集 ， 我 
们 约定 ， 空 集 是 任何 空间 的 局 部 乏 还 集 . 
1. 试 举例 说 明 , 局 部 连通 空间 不 必 是 连通 的 ; 反之 , 连通 空间 也 不 必 
是 局 部 连通 的 . 
试 证 下 列 和 名 命题 
2 空间 邓 是 局 部 连通 的 空间 卫 的 开 集 的 各 个 分 支 也 是 开 集 , 
3 如果 空 间 卫 是 它 的 闭 集 妇 与 怠 的 并 集 ， 并 且 卫 与 4n 台 都 是 局 
部 连通 的 , 那 末 ,点 集 4 与 吾 必然 也 是 局 部 连通 的 。 
4， 局 部 连通 集 的 周 喷 象 是 局 部 连通 的 ， 从 而 可 知 局 部 连通 性 是 一 个 
拓扑 性 质 . 
5. 令 忆 为 空间 开 的 一 个 闭 集 , 下 是 Yy 的 一 族 分 支 的 并 集 ， 如 果 
下 与 了 都 是 局 部 连通 的 , 屠 末 , FU 下 也 是 局 部 连通 的 ， 
TII. 请 回答 下 列 各 问题 ,肯定 的 答案 给 出 证 明 ,否定 的 给 出 反例 
1. 当空 间 民 的 点 集 4 是 道 覆 连通 集 时 , 所 是 否 也 必须 是 道路 连通 
集 ? 
2. 一 个 空间 已 的 道路 连通 分 支 是 否 必 须 是 忆 的 闭 集 或 开 集 ? 
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3. # 维 欧 民 空间 R" 的 每 个 开 球 是 否 是 道路 连通 的 ? 从 而 断定 每 个 
+ 维 胞 腔 是 否 是 道路 连通 的 
4. 每 个 # 维 盘面 是 否 是 道路 连通 的 ? 它 的 外 部 呢 ? 
IV. 设 Ya 信访 是 拓扑 空间 入 到 度量 空间 《了 人心 内 的 一 个 函 
数 ， 如 果 37: 和 > 了 s. t. Vzé 了 ,六 中 的 点 列 {nm)} 总 收 合 于 fz), 则 


显然 limf,=f Yee KAVe>0, IN(%, s) EN, 3° 


n>N(s, 8) => Afn CD), FE)) <8, 
此 时 数 8(z，s) 不 但 依赖 于 s 而 且 也 依赖 于 点 < 
如果 Ye>0, IN(e) EN3.: 
ZE 总 人 ?> Ne) Safale), Fe) <8, 
则 我 们 说 , 函数 列 {fs} 在 空间 卫 上 一 致 收 雍 于 泪 数 户 记 作 
lmfn=7 或 inf 
此 时 六 Ce) 只 依赖 于 8, 而 与 点 2 无 关 。 
我 们 说 , 函数 列 ffs} 在 也 上 一 致 收敛 , 意 即 
习 产 了 > 了 ， 3 -lim 户 = 


求证 下 列 各 命题 : 
1. 空间 且 到 完全 空间 (了 Y, 本 内 的 函数 列 好,} 一 致 收 知客 Yes>0 
3NEN3 .YreE ZAYm, n>N, 总 有 
dCf nm), Fn)) 8. 
特别 地 , 当 每 个 fs 都 是 实 值 (或 复 值 ) 浮 数 了 时 ， 这 个 命题 也 是 真 
的 . 
3. 如 果 Yne N, 记者 是 拓扑 空间 X 到 度量 空间 了 内 的 连续 函数 ， 
并 且 汪 F: 民 -> 了 3 
tim f= 
那 未 , 了 是 连续 的 。 特 别 地 , 当 了 一 R 或 Z 一 如) 时, 这 个 命题 也 是 
真 的 . 
了 设 开 是 一 个 拓扑 空间 . 令 
也 一 {f: 入 >RIf 有 界 }。 
又 YCf, 四 EF, 令 
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Qf, D =sup If) 一 9 人 |. 
求证 
I. 8 是 也 上 的 一 个 度量 ,因而 (F, 外 是 一 个 度量 空间 . 
3. 如 果 在 度量 空间 也 里 序列 {7} 收敛 于 点 f, 则 函数 列 {fo} 在 空 
间 入 上 一 致 收敛 于 函数 天 
lmfo=f. 
3. 度量 空间 是 完全 的 和 凸 的 , 因而 是 连通 的 . 
4. Va, DER a<b, 令 
={f: 了 >[a, 5b]1f 连续 }; 
则 每 个 5。 都 是 空间 也 的 凸 团 集 , 因而 是 连通 的 。 
5. 令 一 {f E 也 |f 连 续 }; 
则 互 是 空间 歹 的 凸 闭 集 , 因而 是 连通 的 , 
6， 如果 在 空间 歹 中 收 称 于 点 了 的 序列 {7 的 各 项 连续 ， 又 {ze} 是 
在 空间 互 中 收 仇 于 点 的 一 个 序列 , 则 ， 
lim fnCen) 一 fo ， 
VYT 拓扑 空间 互 的 一 个 点 集 4 如 果 是 可 数 多 个 无 处 秆 密集 的 并 集 ， 


的 集合 ， 求 证 下 列 各 定理 ; 
十 贝尔 (Baire) 定 理 ， 在 一 个 完全 空间 工蜂 ,可 数 个 处 处 多 密 的 开 集 
的 交集 在 工 中 处 处 铀 窗 . 
2 完全 空间 民 中 任何 非 空 完备 集 都 是 不 可 孝 的 . 
3 完全 空间 工 的 每 个 非 空 开 集 都 属于 第 一 种 范畴 ， 
定义 “如果 度 重 空间 习 中 点 二 的 一 个 邻 域 Vo 是 空间 下 的 一 个 完全 
集 , 则 也 叫做 点 二 的 一 个 完全 驾 域 。 当 空间 工 的 每 个 点 都 有 一 个 完全 邻 域 
时 . 和 就 叫做 一 个 局 部 完全 空间 。 如 果 非 空 点 集 4 作为 度量 空间 丈 的 子 室 
间 是 局 部 完全 的 , 那 示 ,4 就 叫做 空间 了 的 一 个 局 部 完全 集 . 
4. 如 果 瑟 是 处 处 税 密 于 完全 空间 了 中 的 一 个 局 部 完全 集 , 则 在 空间 
下 中 点 集 妃 属于 第 二 种 范畴 . 
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第 三 章 分 离 公理 与 可 数 性 公理 


我 们 在 这 一 章 里 , 将 在 开 集 公理 的 基础 上 增加 一 些 公理 , 从 而 
使 我 们 的 拓扑 空间 逐渐 接近 于 为 人 们 所 熟知 的 那些 空间 形式 . 

本 章 除了 引入 三 个 “分 离 公理 ”外 ,还 要 引入 两 个 所谓 的 “可 数 
性 公理 `;， 并 引入 与 "第 二 可 数 性 公理 ”密切 相关 的 一 个 拓扑 性 
质 -一 可 分 性 "， 最 后 我 们 将 讨论 与 “可 分 性 "、 完 全 性 以 及 与 下 
一 章 的 内 容 部 有 密切 联系 的 一 个 度量 福 质 一 一 “完全 有 界 性 ”。 


一 、Th 与 元 空间 


1. To 空间 所 谓 YTo 空间 , 就 是 满足 下 面 的 分 离 公理 的 拓扑 
空间 ， 

柯 尔 莫 黑 洛 夫 〈Korworopos) 分 离 公理 ”对 于 任意 一 对 不 同 的 
点 ， 至 少 其 中 一 点 有 一 个 邻 域 不 包含 另 一 点 . 

柯 尔 莫 果 洛 夫 分 离 公 理 又 叫做 第 零 分 离 公理 . 

不 是 To 的 拓扑 空间 可 和 参 奢 例 ( 一 )18. 

关于 T 了 空间, 我们 有 下 面 的 判别 准则 ; 

(LD 定理 玉 是 To 空间 他 VY(p 9) EZ pq 总 有 
天 * 王 . 

证 拓 . 在 记 设 条 件 下 , 我 们 有 

PE Vg¢ tr, 


因为 否则 将 有 

{cI 人 Qc 
于 是 将 有 1D ct A Cio, 
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这 与 所 设 矛盾 ， 设 % 皇 三; 则 了 = 允 { 是 点 2 的 一 个 邻 域 , 并 
且 g 人 对 Zr 由 此 可 见 ， 忆 是 一 个 2 空间， 

芒 , 设 3p, gEX, pwq, at [外 一 {四 ,于 是 将 有 

2E 和 雪人 gE 他 

从 定理 民 .4,5) 看 出 , p 与 9 中 任何 一 点 的 每 一 个 邻 域 都 必须 包含 
另 一 点 ， 换 名 话说 , 柯 尔 英 果 洛 夫 的 分 离 公理 不 能 满足 ， 闪 此 , 耶 
不 是 To 空间, ] 

例 1 显而易见 ,任何 度量 空间 都 是 To 空间。 


2. 人 空间 设 拓 扑 空间 对 满足 第 一 分 离 公理 , 这 就 是 说 ， 
详 足 

弗 莱 欧 分 离 公理 ”对 于 任意 两 个 不 同 的 点 ， 它 们 中 的 每 一 个 
都 让 一 个 邻 域 不 包 食 另 一 个 ， 那 末 , 开 就 叫做 一 个 了 室 间 ,. 

显而易见 , 所 有 的 了: 空间 都 是 Zo 空间 , 但 反之 则 不 然 、 现 在 
举例 说 困 如 下 ， 

例 2. 设 自然 数 系 N 上 的 拓扑 ,由 下 列 元 素 所 构成 ， 

[二 
2EN，.9 .显然 满足 第 一 章 第 三 节 的 两 个 开 集 公理 ， 因 此 
《N, 了 .) 是 一 个 拓扑 空间 ， 容 易 看 出 ，(N, 儿 ,) 是 一 个 To 空间 . 

事实 上 , Ym, nEN, m<n, 人 m 数 朋 4(m) 是 点 品 的 一 个 邻 
域 , 它 不 包含 点 %， 但 是 另 一 方面 , 从 拓扑 ,的 定义 看 出 ,点 % 的 
任何 邻 域 必 须 包含 点 四， 因此 ,(N， 懈 .) 不 是 一 个 空间 . 

关于 到 空间 , 我 们 有 下 面 的 判别 准则 ， 

(I.2) 定理 拓扑 空间 对 是 TT 空间 人 YPpE 肝 ，{ 介 总 是 
空间 有 的 闭 集 . 

证 人 一, 在 于 是 Ti 空间 的 假设 下 ,我 们 去 证 明 , YPE 及 ,总 
有 {中 {中 。 候 定 恰恰 相反 ，3pE 革 , 二 {如 了 { 中 ， 那 末 ， 

rld?» 


因为 {办 忆 {如 ,所 以 {中 中 必须 有 一 点 9 到 p， 因 此 ,VY 开 集 可 3 
下 总 有 
UN{p #9, 
也 就 是 说 , nEU， 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 苹 是 一 个 了 Ti 空间， 出 
此 可 见 , YpE 了 XY, 必须 有 {中 一 {四 ,因此 ，{P} 是 闭 集 ， 
.后 . 设 条 件 满足 ,并 设 p, gE 了 叉 , Pp 下 9。 因为 {jp} 是 闭 集 , 所 
以 {各 一 {加 . 因此 习 开 集 U3g,s. pFU。 辣 理 , 习 开 集 V3 
多 3. .9 化。 由 此 可 见 , 卫 是 一 个 空间 . 
由 此 可 见 : 
位 .3) 系 芝 是 TT 空间 兮 芝 的 每 个 有 限于 集 都 是 闭 集 . 
(人 1. 和 于 是 了 Ti 空间 十 YPpE 及 , 包含 Pp 的 所 有 开 集 的 交集 
就 是 单元 集 {如 . 
证 * 坟 ,这 个 交集 必须 包含 点 Pp, 并 且 这 个 交集 不 可 能 包含 
广 的 任 一 点 Pp; 这 是 因为 , 既然 了 是 Ti 空间 , 那 就 应 该 有 
全 = 人 0. 
对. Yp, 9EX, pg, 令 
-一世 1732 口 为 开 集 }， 
No 一 IV39, 为 开 集 }; 
则 依 假设 {p= ver,U, {0 = NrerT. 
因为 pg, 所 以 30EN, s t. g 持 0U, 并 且 3VEN, s. t.p 咎 
V， 由 此 可 见 , 互 是 空间. ] 
1. 辐 定理 设 4 是 五 空间 下 的 一 个 点 入 ,又 EX 
点 2E4' 司 < 的 每 个 邻 域 都 包含 4 一 {0} 的 无 穷 多 个 点 . 
证 和 所、 这 是 很 明显 的 
一 . 令 为 点 “的 一 个 任意 邻 域 ， 于 是 习 开 集 VC 
VWs s. t. 2EU， 因 为 2 是 和 4 的 极限 点 ,所 以 习 一 点 
PEU NCA- {m}), 
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取 开 集 U*Sw, 4g. 全 今 
U=U"fU; 
则 zsETICU, po 全 U5, 又 UV 是 一 个 开 集 ， 因 此 ,又 习 一 点 
mEUN (A— {0)). 
显然 各 天 po, 并 且 po, PEWen (4 一 {2})， 由 归纳 构造 法 ， 我 们 
立即 构造 出 空间 下 中 的 一 个 无 穷 点 列 
Po, Py, Pa, Pr 
其 中 任意 两 项 都 不 相同 , 并 且 ww 
2oENoen (4A— {2}). 1 
人 .6) 定理 如 果实 空间 互 有 一 个 有 限 基 , 则 对 是 有 限 


的 . 

证 设 Bg— {Uy Us, *…, Us} 
是 Tl 空间 也 的 一 个 有 限 基 ， 并 设 p 为 节 的 一 个 随意 点 。 于 是 
3iE A(, 3. b.pEU, 令 

Us, Us ws Us 

为 基 鹃 中 包 会 点 2 的 所 有 元 素 ; 那 末 , 三 一 们 05 是 包含 点 了 的 
一 个 开 集 ， 显然 包含 点 2 的 任意 开 集 必然 也 包含 0。 因 此 根据 
区, 可 一 {DD}， 所 以 {8} 必须 是 基 乡 的 某 些 元 案 的 并 集 , 而 这 
只 有 当 绍 有 一 个 元 素 就 是 单元 集 {g 时 才 有 可 能 .因此 ， 对 于 
也 的 每 个 点 PD 安 有 一 个 元 素 {9 与 之 相应 , 而 对 于 卫 的 任意 两 
点 另 %9， 组 中 总 有 两 个 元 素 {外 天 {9 与 它们 相应 ， 换 名 话说 ， 
于 与 比 的 一 个 字 集 等 势 ， 因 此 , 卫 是 有 限 的 . 了 

由 此 可 见 ， 

(1.7) 系 县 有 有 限 基 的 ZT: 空间 必须 是 离散 的 ， 从 而 可 度 


量化 
证 这 直接 从 定理 (L.6) 和 定理 性 .3. 少 看 出 。 
1d49. 


(1.8) 定理 ZT 空间 也 的 任何 点 集 4 的 导 集 4 是 六 
EE: 
证 我 们 只 须 证 明 4 的 导 集 妇 的 导 集 4"C 如 .实际 上 

YqEA"AY 开 集 U3g, 
由 于 4? 是 4 的 聚 点 , 习 pEZn4'， 因为 2 是 4 的 一 个 聚 点 ,而 
且 pEU, 所 以 根据 定理 CL. 四 ，3wmEUNA4, s. wg，。 又 因为 
包含 点 9 的 每 个 开 集 太 总 包含 4 中 异 于 9 的 一 个 点 所 以 9 是 
所 的 一 个 率 点 ; 换 句 话说 ，gG 汪 这 样 ,我 们 就 证 明了 4"c4. 
盯 才 合理 刀 . 二 9， 定理 得 证 
例 8 每 个 度量 空间 ( 写 , 中 显然 都 是 Ti 空间， 实际 上 
Yp, gE pz 

取 8>0, sg. sd(p, 9); 则 见 p 生 B(q，s), 9 后 B(Pp,s)。 特别 
地 , 任意 维 的 欧 氏 空间 R* 都 是 T1 空间 ， 这 就 是 为 什么 象 定理 
(1.2)、 红 .二 入 .8) 等 为 人 作 记 效 知 的 事实 出 现 于 < 实 变 画 数论 > 
中 的 缘故 . 


二 、 Ts 空间 


1. 素 斯 道夫 (Hausiorff) 空间 ”我们 称 满足 下 列 分 离 公理 的 
拓扑 空间 王 为 素 斯 道夫 空间 或 To 空间 ， 

豪 斯 道夫 分 离 公理 v,《E 卫 2 了 9 习 2 的 一 个 邻 域 We 及 
的 一 个 邻 域 No, 8s. tN 站 No 多 

豪 斯 道夫 分 离 公理 又 叫做 第 二 分 离 公理 . 

@ 这 个 定理 初 见于 WBierpifski，Introduction to General Topology 
(C. G. Krieger 英 译本 , 1934, 波兰 文 原版 ,1928), p. 29. 后 来 杨 忠 道 (0. TT. Yang》 
曾 作 如 下 推广 : 


空间 叉 的 任意 点 集 的 导 集 是 闭 集 拓 YE 互 {z} 是 闭 集 ; 
参看 本 LL. Kelly, General Topology, 1955, pp. 56 一 57. 


100。 


任 一 察 斯 道夫 空间 显然 也 是 Ti 空间 ， 因 此 也 就 必须 是 Te 空 
间 . 但 是 反 过 来 , Ti 空间 则 并 不 一 定 也 是 豪 斯 道夫 空间 、 现 在 举 
例 说 明 如 下 ， 

例 & 我 们 定义 自然 数 系 N 上 的 拓扑 .9 "如下; 

1° YE.7 3 

2"” 设 UCN, Uw. IE.7 全 多 避 是 只 的 有 限 子 集 . 

容易 看 出 , .7 “的 葡 是 由 上 的 一 个 拓扑 (由 条 件 2" 看 出 , NE 
F*), 于 是 得 到 一 个 拓扑 空间 (N, 注 

YE 由 于 点 集 多 {ro} 开 于 空间 (N, F") 中 ,因而 每 个 单 
元 集 {rw} 都 是 空间 (N, 的 闭 集 , 于 是 从 定理 (1.2) 看 出 ， 
人 了 ) 是 一 个 Za 空间。 

另 一 方面 ，Ym，2E N, 径 zm， 我 们 却 找 不 到 它们 的 不 相交 
的 邻 域 。 为 了 证 明 这 个 ， 我 们 只 须 证 明 : 在 空间 (N, .9 ) 中 , 任意 
的 两 个 非 空 开 集 Z、7 总 相交 . 

事实 上 , 根据 定义 拓扑 .9 “的 条 件 3"， 既 然 

Uz V#h DEF VE 

那 末 , 就 必然 3% ?9EN, 9. .n>m 坊 nCEU 人 nm 坟 nEV. 
令 t= Inax(n, no). 
于 是 n>nm=>nEUNT. 
所 以 UNVY 9 由 此 可 见 , (N, 7”) 不 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 。] 

上 硕 带 指出 ， 在 鲍 4 中 我 们 所 构 作 的 拓扑 空间 (NF) 显然 是 
连通 的 . 


2. 豪 斯 道夫 空间 的 性 质 ”我 们 首先 去 证 明 豪 斯 道夫 空间 的 
一 个 判别 准则 ; . 

(2.1) 定理 卫 是 察 斯 道夫 空间 信 Yp, 9EX, gz 和 习 开 
集 039, s. .gE5. 
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证 瀛 . 卫 既然 是 豪 斯 道夫 空间 ,又 它 的 点 Pp 基 4 那 末 ， 必 

然 3 开 集 加 ,六 ,8. 5 
PEU, gEV, ITnF -多 
于 是 , UC%WVY, 而 儿 广 闭 于 卫 中 .因此 
UcYV: 

但 9EV, 所 以 gD5. 

所 -yp 9E gg, 依 假设 , 习 开 集 世 3P 8. 刀 

4 征订 SV-YU: 

则 玉 是 空间 马 的 开 集 ,并 且 &EF，FnF- 估 由 于 区 、 下 分 别 
是 互 中 任意 两 个 相 异 点 刀 4 的 邻 域 , 因此 于 是 一 个 豪 斯 道夫 空 
闻 . 了 

(2.2) 豪 斯 道夫 空间 达 的 任何 子 空间 4 都 是 豪 斯 道夫 空 
间 . 

证 设 w yE4 oz#%。 因为 碟 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 ， 所 以 
4 的 一 个 邻 域 到 ,及 g 的 一 个 邻 域 训 ,sb em 一 和 显然 

Wen4 与 NNd 
分 别 是 点 2 与 点 在 子 空间 4 中 的 邻 域 , 并 且 
(NN A NFSN A =NN NN A 

所 以 子 空间 4 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 卫 

(2.3) 任意 一 族 豪 斯 道夫 空间 { 辽 中 sr 的 积 空 间 

ZZ-IheX, 


是 一 个 豪 斯 道夫 空间 . 
证 令 w={mjierE，9 一 {jver€ 院 ， 
并 且 假 定 zy 于 是 3 和 ET, 8. to% 关 pp， 因为 且 。 是 一 个 褒 
斯 道夫 空间 , 所 以 在 空间 也 。 中 3% 的 一 个 邻 域 了 及 和 缴 的 一 个 
邻 域 Uo, 8. 办 
VoNDo=f. 
“252 。 


既然 i 坐标 函数 ps 是 连续 的 ,可见 pit(Po) 与 554(Do) 分 别 是 积 
空间 开 中 点 “与 点 4 的 邻 域 ， 但 是 
Bo PRLDo —pe (VoN Uo) —K. 

所 以 积 空间 互 也 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 . 了 

下 面 的 定理 的 证 明 虽 然 很 简单 , 但 却 具有 重要 的 意义 , 因为 它 
说 明 , 在 古典 分 析 学 中 收敛 序列 之 所 以 极限 是 唯一 的 , 其 原因 就 在 
二 改 氏 空间 是 豪 斯 道夫 空间 . 

(2.4) 定理 ”在 任何 春 斯 道夫 空间 忆 里， 每 个 收 仇 序列 
{oj} 都 只 有 了 唯一 的 一 个 极限 . 

证 ”如果 收敛 序列 {os} 在 空间 下 中 有 两 个 不 同 的 极限 4 及 
ea 那 末 , 因为 下 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 , 所 以 习 点 “的 一 个 邻 域 
如 及 点 or 的 一 个 邻 域 入 ss. 

NaN No —#. 

既然 点 “是 序列 {2s} 的 极限 , 那 末 它 的 邻 域 7。 就 应 该 包含 几乎 
所 有 的 项 ou， 于 是 , 由 于 


eu 站 Na 一 多 

Ws 最 多 就 只 能 包 食 有 限 多 个 项 cw 这 与 0' 也 是 序列 {2w} 的 极限 
这 一 假设 相 矛 盾 . 卫 

(2.5) 定理 设 点 集 44 在 拓扑 空间 入 中 处 处 稠密 , 又 了 是 
和 4 到 一 个 豪 斯 道夫 空间 了 内 的 函数 ， 如 果 了 有 一 个 在 对 上 的 连 
续 开拓 g, 那 末 开 拓 9 是 唯一 的 . 

证 设 9 与 天 是 了 在 互 上 的 两 个 连续 开拓 、 令 

CO-—{oEXIg(%) 一 NO)} 

显然 4CC， 我 们 只 须 证 明 C 是 空间 也 的 闵 集 , 则 由 4 在 并 中 
的 稠密 性 立即 推出 下 ~ 艺 CO- CC 并, 从 而 有 C 一 写 ， 于 是 定理 
得 证 . 

为 了 证 明 C 是 互 的 闭 集 ,只 须 证 明 多 O, 亦 即 并 -CC 是 己 

“03 。 


的 开 集 ， 但 是 
CO~ {rE RID Fh)}. 


因此 YsE%0, 必 有 9(2) 史 h(w)， 因 为 了 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 ， 
所 以 在 空间 了 中 39《w) 的 一 个 开 邻 域 信 及 hw) 的 一 个 开 邻 域 
H, g.t. - 
GNH=E 
既然 9 与 五 在 点 “处 都 连续 , 可 见 

-gn(G) 与 Usb H) 
都 是 环 中 点 x 的 开 邻 域 ,从 而 Uso=0uNnDUs 也 是 子 中 点 2 的 一 
个 开 邻 域 ， 现 在 任 取 一 点 sw EUs, 则 见 

go) EGA Rm’) EH, 

因为 GP 囊 = 锡 所 以 g(o) 天 h(w)， 这 证 明了 wrEYWO, 于 是 
Uc%BC， 因 此 由 定理 以 .4.13) 推 出 ，Y0 是 空间 蕊 的 开 集 ,了 

特别 地 ,定理 2, 内 当 了 了 一 民 时 当然 成 立 ， 因 此 得 到 

C2.6) 系 设 点 集 4 在 拓扑 空间 世 中 处 处 简 密 , 又 是 和 4 
土 的 一 个 实 秆 函数 ， 如 果 了 有 一 个 在 卫 上 的 连续 开拓 g, 那 末 ， 
开拓 gg 是 唯一 的 ， 

不 言 而 险 , 册 于 所 有 的 ZT, 空间 同时 也 是 To 与 T 空间 , 第 一 
节 中 的 所 有 命题 对 于 Ts 空间 ( 即 豪 斯 道夫 空间 ) 也 全 都 真实 . 

例 扣 上 面 我 们 已 经 指出 ， 欧 反 空 间 是 了 空间 ， 一 般 说 来 ， 
任何 度量 空间 ( 子 , ) 都 是 Ts 空间 ， 事 实 上 , Yp, 4€E 了, pg 
车 到 6d(p, 9), 则 8>0、 显 而 易 见 

B(p, §)NB(g, §)=9. 
坷 此 , ( 子 , 由 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 ， 因此 这 -- 节 与 前 一 节 的 所 有 
定理 当 把 ?ii 一 0 工 或 纺 空间 欣 成 度量 空间 时 ,全 都 是 真实 的 . 
特别 地 , 系 (2.6) 中 的 “ 实 值 丽 数 " 显 然 可 以 改写 成 “ 复 值 函 数 ” 而 不 
致 改变 命题 的 真实 性 . 
» 15d* 


三 、 第 一 可 数 性 公理 


众所周知 , 在 < 函数 论 ? 中 , 函数 的 连续 性 与 点 集 的 座 点 部 可 以 
用 收 敏 点 列 来 定义 ， 这 说 明了 一 个 重要 事实 , 即 欧 氏 空间 的 拓扑 
内 点 烈 的 收敛 性 完全 决定 而 对 这 些 性 质 起 保证 作用 的 , 就 是 在 
这 一 节 里 要 引入 的 “第 一 可 数 性 公理 ”. 

为 了 表述 “第 一 可 数 性 公理 ”， 必 须 先 引 入 “拓扑 在 一 点 处 的 
基 "的 概念 . 


(8. 了 定义 令 w 为 拓扑 空间 (了 ，F) 的 一 个 点 又 

{Wejaer 是 空间 ( 卫 , .F) 中 点 4 的 一 族 开 邻 域 ， 如 果 
YUEF, Us%, 3a€l, st WaCU, 

那 末 ，{ 匈 scer 就 叫做 拓扑 或 空间 ( 玉 , 9 ) 在 点 3 处 的 一 个 
基 , 

第 一 可 数 性 公理 可 表述 如 下 

第 一 可 数 性 公理 ”在 每 一 点 处 都 有 一 个 可 数 基 . 

下 面 举 几 个 满足 第 一 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 的 例子 . 

例 6 任何 度 晤 空间 (也 , 中 都 满足 第 一 可 数 性 公理 ， 这 是 因 


为 YeE [8 (， 二)},。 显然 是 空间 下 在 点 2 处 的 一 个 可 


0 
数 基 ， 特别 地 , YREN, mn 维 欧 氏 空 间 * 满 足 第 一 可 数 性 公 
理 . 

除 度 量 空间 外 ， 也 有 不 可 度量 化 的 拓扑 空间 满足 第 一 可 数 性 
公理 的 . 

例 Y 在 例 4 中 定义 的 拓扑 空间 (N，.F“) 就 是 一 个 不 可 度量 
化 的 拓扑 空间 ， 因 为 它 不 是 一 个 zs 空间 ， 但 是 不 难看 出， 拓扑 
5 本身 就 是 一 个 可 数 集 ， 因 此 , 空间 (N, 2) 必须 满足 第 一 可 
"566 ， 


数 性 公理 . 
一 般 说 来 , 任何 拓扑 空间 ( 互 ，.9) 只 要 是 有 限 药 或 拓扑 .9 是 
可 数 的 , 当然 都 满足 第 一 可 数 性 公理 . 
让 我 们 来 举 一 个 不 满足 第 一 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 的 例子 . 
例 8 令 I=[0, ,又 YaE [0, 力 , 令 子 ,一 R, 于 此 RR 为 实 
数 直线 . 不 难看 出 , 积 空间 R' 一 Jlser 工 o 不 满足 第 一 可 数 性 公理 . 
事实 上 , 如 果 点 2 一 {wa}joerER', 并 且 {Ps} 是 点 “的 任 一 可 
数 开 邻 域 族 , 则 由 代 .6.14) 看 出 , 我 们 不 妨 设 


0 


VT, TB, 7 

其 中 Jsp (= 卫 2,…, m) 是 有 限 开 区 间 ， 并且 of? EI、 由 于 所 
有 的 eg" 所 成 的 集合 是 可 数 的 , 而 工 是 一 个 不 可 数 集 , 因 而 习 m E 
也 .oo*YoJ9， 于 是 Yn, 部 分 积 Vs 的 oo 因子 必须 是 一 
只 ， 如 果 在 某 个 Fr 中 把 它 的 oo 因子 民 换 成 包含 mlm, 是 点 2 的 
oo 华 标 ) 的 任意 选 定 的 有 限 开 区 间 J 如, 而 其 余 各 因子 不 变 ， 并 将 
这 样 得 到 的 部 分 积 用 亚 来 表示 ， 则 我 们 立即 看 出 矿 是 积 空间 
Ri’ 中 包含 点 2 的 一 个 开 集 ,但 是 Yn, V4， 这 证 明了 点 2 的 开 
邻 域 的 尾 何 可 数 族 都 不 是 空间 R' 在 点 ”处 的 一 个 基 ， 所 以 空间 
Rr' 不 满足 第 一 可 数 性 公理 . 

下 面 的 命题 很 明显 地 是 真实 的 . 

(8.2) ”如果 空间 卫 满足 第 一 可 数 性 公理 , 那 末 , 它 的 任何 子 
空间 4 也 满足 第 一 可 数 性 公理 . 

证 设 z 是 4 的 任意 一 点 ,并 设 {WW 中 是 空间 荆 在 点 2 处 的 
一 个 可 数 基 ， 那 来, {[4 几 Wj 显然 是 子 空间 4 在 点 处 的 一 个 可 
数 基 . 】 

(3.8) 任意 % 个 满足 第 一 可 数 性 公理 的 拓扑 室 间 了 六 2 
…， 耻 ,的 积 空间 
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XI Ty 
也 满足 第 一 可 数 性 公理 ， 
证 设 w= (wm mg,*…, %) 是 积 空间 芳 的 任意 给 定 的 一 个 
点 ，Y&EA(m), 因为 了 满足 第 一 可 数 性 公理 ， 所 以 习 空 科 
也; 在 点 9 处 的 一 个 可 数 基 { 厂 贸 }wsm 其 中 工 为 自然 数 段 或 自 
然 数 系 。 显然 
{WRX 多 XR} 
是 积 空间 及 在 点 4 处 的 一 个 基 , 于 此 (ma ms,，…, mw) 跑 遍 积 
TX Tasx- xX Is 
由 于 Yh 畏 是 可 数 的 , 可见 
XXZXx…Xzn 
是 一 个 可 数 集 ， 这 就 证 明了 积 空间 子 满足 第 一 可 数 性 公理 . 了 
我 们 还 可 以 把 命题 (3.3) 推 广 到 无 穷 可 数 的 情形 去 . 
(8.4) ”如 果 { 革 "是 一 序列 满足 第 一 可 数 公理 的 拓扑 空间 ， 
则 积 空间 


pd et 
也 满足 第 一 可 数 性 公理 . 
证 设 2= {wo} 是 空间 子 的 任意 点 ,并 设 {WV 如 }zer, 是 空间 
已 在 点 m 处 的 一 个 可 数 基 , 于 此 , n 是 任意 给 定 的 一 个 自然 数 ， 
了 ,为 自然 数 段 或 自然 数 系 ， 于 是 
{WE Wh?, ~ Wh)} 
显然 是 空间 总 在 点 ” 处 的 一 个 基 ， 于 此 ，(pa ma, …， pm) 为 自然 
数 所 戌 的 严格 递增 有 限 序列 ， 而 (hs， 和 ，…，hm) 为 自然 数 的 一 个 
有 限 序列 , 不 必 严 格 递 增 , 且 YE 4(m), 有 ET， 因此 ,由 天 篇 第 
七 节 第 3 款 记 论 立 即 看 出 , 族 
{WE We, », Wh)} 
是 可 数 的 ,3 
"Id? s 


从 例 8 看 出 , 我 们 不 能 把 命题 (3. 色 进一步 推广 到 不 可 数 的 情 
形 去 . 

下 面 的 定理 虽然 简单 , 但 是 却 很 有 用 处 . 

(8. 辐 ”定理 世 果 空间 三洲 中 第 一 可 数 竹 公理 , 那 本 ,在 并 
的 各 点 处 总 存在 可 数 基 {sj 适合 条 件 

WCWy (n=1, 2 3 .). 

证 设 { 是 空间 子 在 它 的 任意 点 z 处 的 一 个 可 数 基 ， 令 

T= 又 Vn>1, 令 
Wa.—ViNVsN NV,. 

显然 每 个 分, 都 是 点 < 的 一 个 开 邻 域 , 而 且 VYm WariCW。。 设 
DU 是 包含 点 z 的 任意 开 集 ; 则 必 mEN, s. .VmCU， 于 是 显然 
有 玉 wCU。 所 以 {8 沾 是 于 在 点 4 处 适合 所 给 条 件 的 一 个 可 数 
基 . 了 

下 面 的 定理 说 明 , 在 满足 第 一 可 数 人 性 公理 的 Ti 空间 里 , 点 集 
的 聚 点 可 以 用 收敛 序 列 的 极限 来 定义 ， 

(3.6) 定理 设 并 是 潢 足 第 一 可 数 性 公理 的 了 空间 , 并 设 
么 是 空间 下 的 一 个 点 集 。 那 末 , 2E 人 水 今 习 .4 中 的 一 个 各 项 两 两 
想 虹 并 收效 于 点 “的 序列 ， 而 且 这 个 序列 也 没有 一 项 等 于 < 

证 条 件 显然 是 充分 的 , 而 且 也 不 要 求 空间 互 适合 第 一 分 离 
公理 与 第 一 可 数 性 公理 , 甚至 也 不 要 求 序列 没有 一 项 等 于 中 

反之 , 设 zE 4 空间 了 既然 满足 第 一 可 数 性 公理 ， 根 据 定 
理 @. 相 ,在 点 4 处 就 必须 有 一 个 可 数 基 {Vs), a. Yn 全 siC 
Ws 因为 点 “是 集合 4 的 一 个 聚 点 ,又 栈 : 是 点 2 的 一 个 开 邻 
域 , 所 以 习 一 点 和 E 卫 :if 4 8. zo 儿 2。 令 和 一 1 即 令 到 一 
Wi， 设 %EN， 假 定 对 于 任意 的 非 负 整数 4<m, 我 们 已 经 定义 
了 4 中 的 点 wr 以 及 {到 s} 中 的 集合 到 ss. 下面 的 条 件 满足 

La LE Wey 
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并 且 只 要 是 小 于 mm 的 非 负 整 数 %# 记 总 有 和 wm 既然 耻 是 
TT 空间 , 而 且 2 史 wm%, 那 末 , 就 应 谈 习 ow 的 一 个 开 邻 域 Uw, 8. .和 
非 负 整数 5<wo 总 有 % 人 Um。 因为 {FW 小 是 空间 于 在 点 2 处 的 
一 个 基 , 所 以 了 nw EN a. waaCUsm。 rim 必须 大 于 ?wp， 奉 则 
也 就 会 包含 cx， 因为 “是 和 的 诊 点 ,又 到 ss。 是 包含 4 的 开 集 ， 
所 以 到。 必然 全 有 和 中 异 于 sw 的 一 点 sm， 显然 对 于 任意 的 非 负 
整数 <m 总 有 mr 天 wwm， 于 是 用 归纳 构造 法 , 我 们 就 定义 了 4 中 
的 一 个 点 列 {wn}ocne+~ 与 族 { 久 小 的 一 个 于 族 {8w}oex<+w 其 
中 {rw} 是 正 整 数 的 一 个 严格 递增 序列 ， 又 对 于 任意 的 非 负 整数 
mB 贡 有 om 六 oo zm 中 2 om 和 分 、 此 外 ,很 明显 
mw 1 


下 面 的 定理 表明 ， 当 冰 数 的 定义 域 是 一 个 满足 第 一 可 数 性 公 
悍 的 拓扑 空间 时 ， 郴 数 的 连续 性 可 以 用 序列 前 收敛 性 来 定 
义 、 
(3.7) 定理 设 入 是 一 个 满足 第 一 可 数 信 公理 的 拓扑 空 
名, 又 卫 是 一 个 随意 的 拓扑 窗 间 ， 闪 设 8: 工 -> 了 了， 工 是 连续 的 
合 YwE 人 YT 中 的 序列 {xn}, 8. 
mo 


Ea 
Haf (%0) =/ 四， 人 
证 条 件 的 必要 性 很 明 最 , 并 且 不 必要 求 空间 马 满足 第 一 可 
数 性 公理 ， 事 实 上 , 如 果 了 是 连续 的 , 并且 可 是 了 (2) 的 任意 邻 域 ， 
则 了 (加 是 % 的 一 个 邻 域 ， 因 为 
lim w, =—%, 
记 以 3n0 EN, s. t 
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2 一 如 EC7)。 

因此 nm 一 oo ED 
换言之 , (*) 成 立 . 

反之 ,假定 条 件 满足 而 了 不 连续 .于 是 

习 s€E 有 A 在 了 中 习 f (2) 移 一 个 邻 域 吕 ， 
st 点 8 不 是 六 1(D) 的 一 个 内 点 、 因 为 耳 满 足 第 一 可 数 性 公 
理 ， 所 以 习 空 间 下 在 点 s 处 的 一 个 可 数 基 入 s}; 9. Wrz 性 
Ts。 显然 
VYm WFO). 
因此 Yn, Jw EWa, 8. t. ws 和 FFU). 
很 明显 ，{ws} 是 达 中 收敛 于 点 “的 一 个 序列 既然 
Vr, flen) FU, 

可 见 序列 {了 (ww)} 不 收 化 于 了 (w)， 这 与 所 设 耶 峭 ， 因 此 , 条件 也 
是 充分 的 卫 

由 定理 (3.7) 立 即 推出 下 而 的 

(3.8) 系 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 的 拓扑 完全 由 序列 
的 收敛 性 所 决定 . 

这 个 重要 的 结果 可 以 重 述 如 下 : 

令 3 与 9 是 两 个 在 闻 一 非 空 集合 民 上 的 拓扑 、 设 空间 
( 开 ， .91 与 (了 9) 孝 满 足 第 一 可 数 性 公理 、 那 末 , .71 二 .F353 仿 
革 中 舶 任 一 序列 如 困 在 两 个 空间 (也, .73) 与 (及, FD 中 的 一 个 
里 而 收 化, 则 必须 在 其 他 的 一 个 里 面 也 收敛, 并 县 极限 相同 ， 

证 一 .这 是 很 明显 的 . 

寻 . 设 条 件 满足 .试看 开 到 它 自身 上 的 恒 等 画 数 。。 从 定理 
(3.7) 立 即 看 出 ,6 是 空间 ( 室 ，.91) 到 空间 ( 习 ，.9) 上 的 同 有 是 , 因 
此 . Fi=Fs, ] 
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四 、 第 二 可 数 性 公理 可 分 空间 


为 了 对 一 个 拓扑 空间 (XX，:7) 的 基 直 接 加 以 个 数 方 面 的 限 
制 ,我 们 需要 下 面 的 

第 二 可 数 性 公理 “拓扑 空间 ( 工 , .7) (或 者 完全 一 指 , 它 的 拓 
扑 .9) 有 一 个 可 数 革 ， 

显而易见 ， 

(4.1) 每 个 满足 集 二 可 数 人 性 公理 的 拓扑 空间 必然 也 满足 第 
二 可 数 性 公 型 . 

由 此 可 见 , 例 8 中 的 空间 Ri 必然 不 满足 第 二 可 数 性 公理, 因 
为 它 连 第 一 可 数 性 公理 也 不 满足 . 

下 面 的 三 个 命题 分 别 与 命题 (3.3)、(3.8) 及 (3. 人 相当 . 

(4.) ”如 果 帘 间 和 满足 第 二 可 数 性 公理 , 那 末 , 它 网 任何 于 
空间 4 也 满足 第 二 可 数 人 性 公理 ， 

证 这 是 因为 ， 如果 {WV 是 空间 工 的 可 数 基 ， 那 来， 
14nT) 是 子 空间 4 的 可 数 基 ，] 

(4.) 任意 % 个 满足 第 二 可 数 任 公 现 的 拓扑 空间 式 /，Xs， 
…。X。 的 积 空 冶 


Xl xh 
也 满足 第 二 可 数 性 公理 . 

证 这 是 因为 ,如果 { 咒 jwen 是 空间 Zs 的 可 数 基 , 则 

{WE XW x x WO 

显然 是 空间 碟 的 可 数 革 ， 卫 

(4.4) 如 果 {下 中 en 是 一 序列 满足 集 二 可 数 人 性 公理 的 拓扑 
空间 , 则 积 守则 入 二 ITe Xe 也 满足 第 二 可 数 竹 公理 . 

证 YmEN, 设 {Vmn}jren 是 空间 卫 w 的 一 个 可 数 基 ， 任 取 
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一 个 自然 数 的 有 限 序列 (mz, ro，…， ?0r), 令 
W (ny ma 0 Sn) TVies Vans 3 Vr,n)s 
则 显然 玉 (ma, ro，… %) 是 积 空间 互 的 开 集 、 我 们 去 证 明 , 所 有 
这 些 开 集 组 成 空间 且 的 一 个 基 用 ”事实 上 , 令 了 为 开 揭 任 一 
非 空 开 集 , 并 令 *= {wmjmen 为 口中 的 任意 点 ; 则 可 得 有 限 个 坐标 
空间 并 mw 以 及 其 中 的 开 集 V(t=1 2 …， 丙 了 刀 
wEI Vw, Vm …， Pm) SEU, 
其 中 自然 数 m 满足 条 件 oa<<rza<…<wx。 因为 
Tm EV mE me 
所 以 习 自然 数 qm。 s. 
Dm EV mo nm SV sm 
令 7 一 mi 则 mu ms … mz 必然 都 属于 4(r). 如 果 自 然 数 
SEA4(), 但 3 到 Vm 则 可 到 标 数 zo 8. wEV a， 令 
VoIP Vian Ta) 一 机 (an ta, », 1), 

则 VV 开 于 苹 中 ,并 且 sEVscU， 由 此 可 见 , 络 是 空间 入 的 一 
个 基 . 由 于 可 数 集中 一 切 有 限 序 列 所 成 的 集合 是 可 数 的 , 因此 多 
是 可 数 的 . ] 

让 我 们 来 举 几 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 的 例子 ， 

例 9 实 直 线 民 满足 第 二 可 数 性 公理 ， 事 实 上 , 用 表示 两 
个 端点 都 是 有 理 数 的 有 限 开 区 间 ， 则 见 {Po} 是 民 的 一 个 可 数 基 . 
于 是 由 (4.3) 推 出 ,YnENN, m” 维 欧 氏 空间 只 满足 第 二 可 数 人 性 公 
理 ， 再 由 (4. 色 推出 ， 积 空间 民 " 满足 第 二 可 数 性 公理 .由 于 弗 菜 
获 度 量 空间 到 ,是 民 的 无 穷 可 数 多 次 的 度量 积 , 因此 ， 恕 。 满足 第 
二 可 数 性 公理 。 

与 前 一 节 的 情形 不 同 ， 并 不 是 每 个 度量 空间 都 满足 第 二 可 数 
性 公理 . 
例 10 显然 离散 度量 空间 (R,，m) 不 满足 第 二 可 数 性 公理 . 
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以 后 我 们 要 一 再 地 用 到 “ 奢 阔 ”这 个 慨 念 。 就 这 个 概念 本 身 而 
论 , 它 实际 上 是 与 拓扑 无 关 的 . 

《4. 相 ”定义 令 字 表示 一 个 随意 的 非 空 集合 ,又 耳 表 示 革 
的 一 个 子 集 。 如 果 邓 的 一 族 子 集 0。}oer 能 使 召 CCLJserU。， 则 
0cjcer 叫 伐 集合 召 的 一 个 柱 蔓 ， 当 人 0s}wer 是 召 的 一 个 覆盖 
时 ,我 们 又 说 ， 妃 被 所 有 的 0。 所 村 六 或 者 说 ,所 的 D。 村 关闭 
吾 令 


人 YM 一 {Ue}aer, 并 令 凡 ={0Uo}aer 其 中 工 CI. 

如 此 , 我们 称 族 7 为 族 多 的 斑 族 , 并 且 可 以 象 集合 的 被 包含 那样 
写成 YC 多 或 者 多 情 Y， 当 集 召 的 一 个 覆盖 多 的 某 个 子 族 六 
也 是 如 的 一 个 覆盖 时 ,我 们 称 7 为 多 的 一 个 子 枝 部. 当 瑟 的 必 
盖 多 是 有 限 族 、 无 穷 族 、 可 数 族 或 不 可 数 族 时 则 多 分 别 叫 艇 至 
的 有 有限、 无 穷 、 可 数 或 不 可 数 履 蔓 ， 如 果 工 是 一 个 拓扑 空间 , 又 若 
互 的 一 个 开 集 族 多 = {Uc} 是 它 的 一 个 点 集 吾 的 覆盖 , 则 多 叫做 
召 的 一 个 开 著 鞍 ; 如 果 Yo, Us 是 闭 集 , 则 多 称 为 召 的 一 个 闭 材 
盖 . 

关于 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 ， 我 们 有 下 面 重 要 的 程 
盖 定 理 . 

(4.6) 。 林 德 咯 夫 (Lindelif) 定 理 如果 拓扑 空间 了 满足 第 
三 可 数 性 公理 , 则 空间 研 的 任何 开 覆 盖 人 ~ {Useer 都 有 一 个 可 
数 子 覆盖 . 

证 设 {Vs 是 空间 的 一 个 可 数 基 ， 那 末 ， 显 然 至 少 有 一 个 
TV 包含 在 至 少 一 个 Us 中 令 (Vss Fo …, V4) 是 分 中 的 
一 个 子 族 , 其 中 每 个 了 ,都 包含 在 族 了 4 中 的 一 个 Ze. 中 , 但 是 ， 
如 果 8xYa 则 无 不 包含 于 任 一 Ze。 不 难 断 定 : 

天 一 LusiUe. 
事实 上 , 如 果 = 是 空间 王 的 任意 点 , 则 必 有 cEI, st xzE Ua. 因 
,163. 


为 {Vs} 是 空间 于 的 基 , 所 以 3Vss.t.w€E VeCUs 因此 ， 
rEN, s. 41.5=6， 于 是 2E, CC UDG, 从 而 zE\LJ, Ua， 这 证 明 
了 {0。。} 是 空间 于 的 一 个 覆盖 , 而 且 它 是 可 数 的 . 卫 

(4.7) 定理 如 果 空 间 了 满足 第 二 可 数 性 公理 , 又 
{olae! 是 芝 的 一 个 基 , 则 从 {0o}aer 中 我 们 可 以 取出 空间 蔚 的 
二 个 可 数 基 . ， 

证 设 古 是 空间 三 的 一 个 可 数 基 ， 于 是 因为 每 个 ,都 
是 开 集 , 而 且 {Ue} 又 是 互 的 一 个 基 , 所 以 Yn, 总 有 

Vo oen Us TCT. 
根据 (4.2) 及 (4. 全 ,我 们 看 出 
Vso=UaerUo— [aemUs, (=1, 2 8), 
其 中 CTs, 并 且 每 个 五 都 是 可 数 集 ， 令 
T=-BUBUEBU..U I U., 

郑 末 ， 由 于 了 是 可 数 集 的 可 数 并 ， 因 而 也 是 可 数 的 。 这 样 一 来 ， 
{Uajaer 是 {Us}aer 的 一 个 可 数 子 族 ， 并 且 也 是 空间 六 的 一 个 
基 . ] 

(4.8) 定理 设 瑟 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空 
间 、 那 末 , 空间 三 的 两 两 不 相交 的 非 空 开 集 所 成 的 任何 类 是 可 数 
的 


证 令 多 = {Py, Fa po 0} 
是 空间 三 的 一 个 可 数 基 , 又 .KV 是 于 中 两 两 不 相交 的 非 空 开 集 所 
成 的 一 个 类 不妨 设 Ym，7mz 亿 ”现在 定义 函数 gp:-h-> 罗 如 
下 : YUE .4, 令 p(0) 一 Vs 其 中 为 能 使 VrcU 的 最 小 标 数 . 
显而易见 ，p 是 .KV 到 罗 内 的 一 个 函数 . 又 ?还 是 一 个 单 函数 . 
事实 上 , 设 UE.A WE.AM, 并 设 
9U) ~—9(W) 一 了 
那 末 , VxCU, VyCW, 因而 UNW+#G、 属 于 的 集合 既然 两 
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两 不 相交 , 可 网 必定 有 品 一 开 、 因 此 , 9 是 一 个 单 函 数 。 于 是 集合 
类 .4 与 可 孝 基 多 的 一 个 子 类 9(- 的 等 势 ， 所 以 . 奴 也 是 可 数 
的 . 卫 

现在 让 我 们 来 定义 空间 的 “可 分 性 ”， 它 与 第 二 可 数 性 公理 有 
其 密切 的 联系 . 

(4.9) 定义 ”如 果 拓 扑 空间 瑟 有 一 个 可 数 稠密 子 集 , 那 末 ， 
空间 节 就 叫做 可 分 的 . 

(4.10) 定理 任何 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 三 都 
是 可 分 的 . 

证 根据 假设 ,空间 互 有 一 个 可 数 基 {U0,}， 令 ”表示 开 集 
DU， 中 的 任意 一 点 ， 那 末 , 有 限 或 无 穷 序列 {ws} 各 项 所 成 的 集合 4 
显然 是 可 数 的 ， 不 难看 出 ， 点 集 4 在 空间 互 中 处 处 狗 密 ， 事 实 
上 , 如果“ 是 空间 节 的 任意 点 ,又 玉 是 4 的 任 一 开 邻 域 , 则 习 nE 
N, gs,t.zEUsCV， 因 为 wwEUs 由 4, 所 以 六 | 4¥G， 这 证 明了 
ZE 本 从 而 证 明了 =X， 因此 4 在 空间 开 中 处 处 稠密 , 了 

不 难看 出 ,定理 (4.10) 的 道 命题 不 真 。 现 在 举例 说 明 如 下 : 

例 世 ”我 们 定义 实数 系 民 的 子 集 类 信 如 下 ; 

1) VE 和 RE 多; 

3) 设 UCR, U6 U 民 ， 屠 末 , IE 多 会 0EU 且 除 0 以 
外 UU 不 包含 任何 有 理 数 ( 即 或 者 口 = {0} 或 者 可 由 0 与 无 理 数 所 
组 成 )， 显 而 易 亢 , 多 是 民 上 的 一 个 拓扑 拓扑 空间 (R, 久 ) 是 
可 分 的 ， 因 为 有 理 数 系 加 是 它 的 一 个 可 数 稠密 子 集 。 另 一 方面 ， 
拓扑 多 显然 没有 可 数 基 ， 即 空间 (R，4) 不 满足 第 二 可 数 性 公 
理 . 

由 此 可 见 ,可 分 空间 不 必 满 足 第 二 可 数 性 公理 . 正 是 基于 这 
个 性 质 以 及 定理 (4,10)， 有 的 作者 把 满足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 
空间 叫做 "完满 可 分 的 "fperfectly geparable), 或 者 简直 把 它 叫 做 
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“可 分 的 ”, 而 在 定义 (4.9) 意 义 下 的 可 分 性 则 称 之 为 “ 弱 义 可 分 的 ” 
《weakly separabie)。 我 们 不 预备 采用 这 些 命名 法 。; 


五 、 度 量 空间 的 完全 有 界 性 与 可 分 性 


本 节 在 讨论 度量 空间 的 可 分 性 之 前 , 将 若 重 阐述 与 可 分 狂 , 完 
全 性 以 及 下 一 章 将 专门 介绍 的 “ 紧 致 性 "都 有 密切 联系 的 一 个 度量 
性 质 , 即 “ 完 全 有 界 性 ”。 


1. 度量 空间 的 有 界 集 与 完全 有 异 集 在 拓扑 学 中 ,我 们 常常 
用 到 有 界 集 的 概念 , 也 常用 到 有 和 界 函数 及 其 上 、 下 确 界 的 概念 , 它 
们 都 是 古典 分 析 中 相应 概念 的 直接 推广 . 
设 召 是 一 个 任意 的 集合 , 了 是 召 上 的 一 个 实 值 函数 .如 果 集 
合 7( 配 有 上 界 . 有 下 界 或 有 界 , 则 函数 了 分别 叫做 在 召 上 有 上 
界 . 有 下 界 或 有 界 ; 又 了 (加 的 上 、 下 确 界 (如 果 存 在 的 话 ) 分 别 叫 艇 
函数 了 在 召 上 的 上 .下 确 界 ,并且 分 别 记 作 
mo) 及 infy(w). 
显而易见 , 了 在 加 上 有 界 全 314ER, jw>0, s. 名 
YEE, lf(w lr, 
由 此 可 知 , 空 集 上 的 实 值 函数 必然 有 界 . 
以 下 涉及 到 的 空间 是 一 个 随意 男 定 的 度量 空间 ( 马 ， 丰 . 
(5.1) ”定义 ”如 果 度 量 4 在 4 上 的 限制 是 一 个 有 界 函数 ， 
由 4 称 为 空间 互 的 一 个 有 界 集 ， 如 果 了 作为 空间 (XX, 四 的 点 
集 是 有 界 的 , 则 互 称 为 一 个 有 界 空间 ， 当 4 是 有 界 集 并 且 4 地 久 
时 , 令 
30 = sup,, de, 9)s 
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刚 8( 才 叫做 点 集 和 4 的 直径 。 如果 4 无 界 ， 则 我 们 说 , 4 的 直径 
为 无 穷 大 : 8( 人 0 一 二 co， 

我 们 约定 ， 空 集 的 直径 为 零 ，3( 从 一 0， 

这 样 一 来 , 除非 4 是 单元 集 , 当 4 关 @G 时 , 总 有 (4)>>0、 叉 
我 们 有 

ACB=> (A) BB), 8(A) =H(A). 

(5.2) 定义 令 4C，Az¥ 并 令 w 为 空间 王 中 随意 冉 

定 的 一 个 点 .我 们 称 
Inf ds, 功 
为 点 = 到 集合 4 的 距离 , 记 作 d(w,，4); 
a(w, -i G(z, 纷 


现在 设 4 与 如 都 是 斑 的 非 空 点 集 , 令 
4 司 - ja W 
则 4&(4 BB) 岂 做 集合 和 到 集合 8 的 距离 . 
显而易见 , YoE X, YACXNBCX, A B+9, dlw, A) 
及 d(4, B) 总 存在 ,并 且 总 有 
dl%, A)>0, dA, B)>0, dA, B)=a(B, A). 
又 显然 lw, 4) =a({w},， 4)， 从 而 2(4, w) 可 定义 为 8(4, {2})。 
于 是 有 
dl%, A)—a(A, ®). 
同样 明显 地 
2E 4alw, 4) =0, 但 道 命题 不 真 # 
A4NnBw9 地 2(4, 肪 一 0, 但 道 命 题 不 真 。 
(5.3) 定理 wEA@a(y, 4)=0, 
证 设 wE 有 ,并 设 e 是 任意 的 正 数 .因为 B(w, 8) 是 点 2 的 
开 邻 域 ， 所 以 3yE 43"yE B(%, 6), 亦 即 dlw, 9)<s， 由 此 推 
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出 , dl(w, 4<s. 但 是 8 是 随意 的 正 数 , 因此 我 们 有 Co， 4) =0, 
反之 , 设 d(%, 4) 一 0, 并 设 区 是 点 2 的 一 个 任意 开 邻 域 ， 于 
是 
3s>03.B, s) CU. 
因为 2(w, 4) 一 0, 所 以 
IYyE AD dl%, W <e. 
因此 , YEU。 这样 一 来 ， 点 “的 任意 开 邻 域 都 与 4 相交 ， 所 以 
2cE4. 
我 们 现在 去 定义 度量 空间 及 其 点 集 的 完全 有 界 性 . 
全 .和 定义 令 s 为 随意 给 定 的 一 个 正 数 ，4 为 度量 空间 
开 的 一 个 非 空 点 集 。 如 果 
YwE 芒 总 有 dl%w, 4)<a， 
那 末 , 点 集 4 叫做 在 空间 互 中 是 s- 筒 密 的 ， 如 果 一 个 s- 称 密集 
是 有 限 集 , 那 末 , 它 就 叫做 空间 了 中 的 一 个 s- 网 . 如 果 Ye>0, 总 
习 空 间 立 中 的 一 个 s- 网 , 那 末 , 肝 就 叫做 一 个 完全 有 界 空间 . 空 
间 玉 的 点 集 召 < 多 如 果 作 为 互 的 度量 子 空 间 是 完全 有 界 的 ， 则 
召 称 为 空间 了 的 完全 有 界 集 . 
我 们 约定 ， 鹤 集 是 任何 度量 空间 的 完全 有 界 集 . 
由 定义 (5. 多 立即 推出 下 面 的 命题 . 
(5.5) 每 个 完全 有 和 界 空间 部 是 有 界 空 间 ， 因 此 , 任何 度量 空 
局 的 每 个 完全 有 界 集 也 都 是 有 界 的 . 
证 设 空间 革 是 完全 有 和 异 的 ， 那 末 , Ys>0, 总 习 邓 的 一 
个 se- 网 4， 由 于 4 是 有 限 集 ， 因 此 4 的 直径 8(4) < 十 cao。 于 是 
Vl%, 2) EX I(y, y) EAY, s.t. 
Gm, Y) <8, dw, Y) < 
由 此 推出 
dw, o) Eds, WD +a, FI +d, w) <28 +8(A), 
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所 以 空间 互 是 有 界 的 . 】 
然而 不 难看 出 ， 并 不 是 每 个 有 界 空间 都 是 完全 有 界 的 ， 为 了 
说 明 这 个 , 我 们 举 出 下 面 的 例子 . 
例 芭 ”试看 希 尔 伯 特 空间 五 " 的 子 空间 
~ {a aa ca py ao 7}, 
它 的 各 个 点 ma 的 坐标 除开 第 ”个 佣 标 是 工 以 外 全 都 是 零 ， 例如 
m= 人 0, 0 …，0， 3 ), 
Ga 一 (0, 1, 0, a 0, 有 
ga= (0, 0, 1, 0, 0 


显然 ， 当 % mm 时 公有 gcm， an) 一 V3 可 见 忒 是 有 界 空间 
如 果 取 8sER, at 0<e<w 瑟 ， 那 来, YX 的 非 空 有 限 子 集 和 4 
总 习 点 an 于 ,9. 记 
dla,, A)=V 3>s. 
因此 , 对 于 这 样 的 58， 再 中 不 存在 se- 网。 由 此 可 见 ， 不 是 完全 
有 界 的 . 
(5.6) 如 果 工 是 一 个 完全 碍 界 空间 , 则 芝 的 每 个 子 集 都 是 
完全 有 办 的 . 
证 “ 令 8C 生 ， 由 于 空 集 是 完全 有 界 的 , 故 可 设 SH、 令 。 
为 随意 给 定 的 一 个 正 数 ， 那 末 , 因为 也 是 一 个 完全 有 界 空间 , 所 
以 习 下 的 一 个 去 se- 网 人， 设 
4 一 fo oa ,ans 
出 8 的 每 个 点 必须 属于 某 一 个 开 妹 B(cu 号 )， 从 包含 S 的 点 的 
每 个 开 球 B(a 羡 ) 中 取出 而 且 只 取出 8 的 一 个 点 ， 于 是 所 有 这 
些 点 组 成 如 的 一 个 子 集 
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B"= {bs, ba, (< 
显然 , B" 是 8 的 一 个 se- 网 、 事 实 上 , 当 # 是 咏 的 任意 点 时 , 则 必 
有 自然 数 和 及 妃 5 二 


2EB(ou 号)， hE B(o, 引 . 


于 是 Co， pt) 生 Co，az) td(bs, or) <e, 
由 此 可 见 ，a(%，B*) <s。 因为 是 随意 的 ， 所 以 点 集 太 完全 有 
界 . 卫 


(6.7) 如 暴 人 8 是 度量 空间 部 的 完全 有 界 集 ， 则 8 的 闭 包 有 
地 是 卫 的 完全 有 和 界 集 . 

证 Ye>0， 点 集 恒 既然 完全 有 界 , 它 就 必定 有 一 个 s- 网 4. 
暂且 固定 zs 及 4. 设 p 是 8 的 任意 点 ; 则 

VNER, 1>0, JoES, st dp, 2) <n. 
因为 4 是 8 的 8- 网 ,所 以 3wE43 .4d(w, wz)<s， 于 是 
Gp, 2’) < 十 从 

因为 8 与 是 随意 的 , 所以 5 是 完全 有 界 的 . 了 

(5.8) 定理 度量 空间 了 是 完全 有 界 的 今 Ye>0, 习习 的 
省 限 多 个 子 集 Me，Ma，…，Ms。，s. ft Vi€ A(n), 8 (Mi) < 
8 人 9g. 世 


-MU MU U M,. 
证 对 从 各 个 Mt; 选 出 一 点 qu 令 
A {mliE A 
风 4 显然 是 空间 了 的 一 个 6- 网， 因此 空间 芝 是 完全 有 和 界 的 . 
全 ,Ye>0, 取 正 数 % < 二 % 则 因为 空间 是 完全 有 界 的 ， 
所 以 和 有 一 个 e- 网 
A= {4 ca ca] 
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EEA), 令 Mi= Be, oa); 则 8(MOs28'<s, 并 且 
-MU MU.…UM,. 1 
定理 (5.8) 中 的 {Mi Ma …, Ms 是 空间 浆 的 一 个 覆盖 
由 于 
ViEA(W, S(M) <s, 
我 们 又 把 {M1, Ma, »%, Ms} 
叫做 空间 也 的 一 个 s- 覆 盖 。 显然 当 
人 一 MIU MsU…UM, 
时 ,我 们 必然 还 有 
= 了 U 了 WU-…U 天 
因此 ， 当 空间 之 完全 有 界 时 ，Ys>0， 空 间 总 不 但 有 一 个 开 的 
9- 要 盖 , 而 县 还 有 一 个 闭 的 -覆盖 . 
例 地 "% 维 欧 氏 空间 R" 的 任何 有 界 集 都 是 完全 有 界 的 .这 
是 因为 ，R" 的 每 个 有 界 集 都 可 以 装 入 一 个 % 维 立方 体 ? 中 ， 而 这 
个 维 立方 体 又 可 以 分 咸 有 限 个 直径 任意 小 的 n 维 立方 体 . 
(5.9) 定义 设 邓 是 任意 的 非 空 集合 . 如 果 了 是 开 到 度 
基 空 间 马 内 的 一 个 苑 数 , 那 末 , 了 在 了 之 下 的 象 f(M) 的 直径 
〈 即 子 的 值 域 的 直径 ) SC7Ca)) 思 做 函数 了 的 直径 ， 并 且 记 作 
3( 轧 ,特别 地 , 当 了 是 度量 空间 斑 中 的 一 个 序列 {os} 时 , 则 把 函 
数 了 的 直径 写成 8(o), 叫做 序列 {Qn} 的 直径 . 
我 们 可 以 把 数值 函数 有 界 性 的 概念 推广 如 下 : 
(5.10) 定义 设 f: 有 M3( 世 ,四 ,并 设 {tw} 是 且 中 的 一 个 
序列 . 则 


了 有 界 信 8(f) <+o0; 
fan} 有 界 他 (0w) 之 二 oo 
(5.11) 引 理 如 果 且 是 一 个 完全 有 界 空间 , 则 对 于 任意 的 
@ 访 4<& 由 [a, bj" 可 以 称 为 R。 中 的 于 维 立方 体 . 
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a>0 三 中 的 每 个 序列 都 有 一 个 子 序列 , 它 的 直径 小 于 3。 

证 根据 定理 (5.8)，Ye>0, 习 入 的 一 个 有 限 e- 履 阑 

{M Mo Ms， 

其 中 至 少 有 一 个 对 包含 中 任意 给 定 的 一 个 序列 {ow} 的 无 穷 
多 个 项 , 因而 {ax} 有 一 个 于 序列 {eoj,， 它 的 各 个 项 er 都 属于 
ad 于 是 有 6(@n,) <s. 了 

(5.12) 定理 ”空间 区 是 完全 有 界 的 邻 开 中 的 每 个 序列 
都 含有 一 个 柯 西 序列 作为 其 子 序列 . 

证 和 所. Ys>0, 在 互 中 选 定点 ax 与 ca 8. 

Caz， aa) 8 


然后 再 选 定 一 点 4s, 8. 
dlas, 3) 8, dlas, as) 8, 
依 此 类 推 . 这样 的 选择 如 果 继 续 进 行 下 去 , 到 一 定 地 步 必 然 终 止 ， 
于 是 得 到 空间 苹 中 有 限 个 点 cz %s，…， Qn, 8. 
ohod(g, or) Pe AYLER, J, s.t. 
dl(a, 2) <e. 
因为 不 然 的 话 , 我 们 就 会 得 到 互 中 的 一 个 序列 ， 它 的 任何 子 序列 
都 不 是 柯 西 序列 , 而 与 定理 的 条 件 矛 盾 ， 显 而 易 见 
=B(las, 8) UB(ea, 8) UU Blo,, 8), 
于 是 根据 定理 (5.8), 知道 空间 对 是 完全 有 界 的 . 
坊 . 设 节 是 一 个 完全 有 界 空间 ,根据 引 理 (5.11), 对 中 的 
任何 序列 {wn} 都 有 一 个 子 序列 
0 0 
它 的 直径 8(wp,) <1; 序列 {ww} 必须 有 一 个 子 序列 
Bas Wass Pars ,Dan °° 


它 的 直径 (za,) < 十 序列 {zww} 又 必须 有 一 个 子 序 列 
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Bo, me Ds ee es ee 
它 的 直径 8 (w,) < 十; 依 此 类 扒 。 既然 
MEN<IET rs 
可 见 从 这 一 序列 的 序列 得 到 的 “对 角 线 序列 ” 
Bp ae rs 
是 所 给 序列 {ex} 的 一 个 子 序列 , 如 果 反 这 一 对 角 线 序列 的 第 "项 
写成 ww。 则 mw。 来自 上 述 第 ”个 子 序列 , 所 以 


mn on) < 


由 泛 可 见 ，{cn} 的 子 序列 few} 是 一 个 柯 西 序列 . 卫 

(5.18) 定理 ”度量 空间 之 是 完全 的 今 卫 的 每 个 完全 有 界 
集中 的 任意 序列 都 有 在 开 中 收敛 的 子 序列 

证 一 ， 这 直接 从 定理 (5.12) 和 完全 空间 的 定义 推 得 . 

后. 假定 工 不 是 完全 空间 , 并 且 假定 {on} 是 筷 中 的 发 散 柯 
西 序列 ， 不 失 一 般 性 , 我 们 还 可 以 假定 {zo} 的 项 成 对 地 不 相等 ， 
于 是 集合 


B= {nln EN} 
中 的 每 个 序列 都 含有 一 个 柯 西 序列 作为 它 的 子 序列 从 定理 
(5.12) 大 出， 如 是 空间 了 的 一 个 完全 有 界 集 ， 但 是 中 的 序列 
{wx} 却 没有 在 久 中 收敛 的 子 序列 , 这 与 已 知 条 件 矛盾 卫 


%. 可 分 度量 空间 ”通过 例 1 我 们 看 出 ， 定 理 (4.10) 的 逆 命 
题 不 真 ， 但 是 如 果 定 理 (4,10) 中 的 空间 也 是 一 个 度量 空间 ， 那 
末 , 它 的 逆 定 理 也 成 立 ， 换 多 话说 , 对 于 度量 空间 , 上 共有 可 数 基 与 
具有 可 数 筒 密 子 集 这 两 个 条 件 是 等 价 的 下面 的 定理 就 说 明 这 一 
事实 . 

(5.14) 定理 度量 空间 开 是 可 分 的 今 满足 第 三 可 数 性 
公 刺 . 


> 
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证 年， 这 是 定理 (4.10) 的 特殊 情形 . 
今 、 假定 度量 空间 了 有 一 个 可 数 秽 密 子 集 
D= [oa wa 7 Dh, 

令 

B=-{V EFININENAIrEQ, +>0, DV=Be, 7)}, 
其 中 久 4。 是 度量 48 所 导致 的 也 上 的 拓扑 那 末 , 乡 显 然 是 可 数 
的 ， 不 难 断定 ， 多 是 拓扑 .9 的 一 个 基 事实 上 , 任 取 UEFa, 
UY¥8 于 是 

Yr€EU, 36>03.B%, CU, 

因为 了 在 空间 季 中 处 处 向 密 , 所 以 


3 ED, st. mEB(w 2), 
即 ao 由 < 对 
到 正 的 ?EQ, ai 二 总 <r< 二 因为 lo om) <r, 所 以 
wE Bm, 7). 
此 外 。 YyEB(zw 7)， 显然 有 dle 扔 <r< 名 ， 


从 而 有 ao 功 < 芋 + 训 <8. 
这 就 是 说 , yEB(s, 3)， 所 以 我 们 有 
wsEB(e,, +) CCB, CU, 
由 此 可 风 ， 雪 是 拓扑 9 的 一 个 基 , 因此 空间 三 满 中 第 二 可 数 人 性 
公理 . 了 
下 面 的 定理 几 明 完全 有 界 性 与 可 分 性 有 着 密切 的 联系 . 
(5.15) 定理 每 个 完全 有 界 空间 及 都 是 可 分 的 . 
证 “ 碟 既 然 是 一 个 完全 有 界 空间 ， 那 来, Ye>0, 总 习 了 中 
的 一 个 e- 网 4(e)。 令 
“17d. 


4-Uis A (2) 
则 4 显然 是 一 个 可 数 集 ， 设 = 是 空间 的 任意 点 . 因为 VYE4 
总 有 

ao, A Ale, ), 
所 以 YnEN 总 有 lw， 4) 二 十， 由 此 得 出 绪论 ,0(%， 4) 一 0 于 
是 根据 定理 (5.3), 2€7， 由 于 是 空间 耻 的 任意 点 ,我 们 议 证 
明了 万 一 卫 ， 换 句 话说 ,可 数 集 4 在 空间 了 中 处 处 稠密 。 因此 
空间 站 是 可 分 的 ,了 

(5.16) 系 “每 个 完全 有 办 空间 工 都 满足 第 二 可 获 性 公 
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证 ”这 是 定理 全.18) 与 (5.J4) 的 直接 推论 . 了 

我 们 最 后 去 证 明 ， 

6.17) 第 尔 伯 特 空间 矿 ” 是 可 分 的 ， 因 此 它 满足 第 二 可 数 
丛 公 理 . 

证 令 

D= {r= {2} ER"|[3nENS LE N, i>n 
一 妇 一 0 人 4<2 之 和 CE 和 @}， 

那 末 , DD 显然 是 一 个 可 数 集 , 并 且 了 CH". 设 


EE [C2 Va, ,tn 站) 
是 豆 * 的 任 鹤 点 ， 因 为 级 数 包办 是 收 敏 的 ,所 以 Ye >0,3nEN, 
8 t. 


< 

< 
了 到 有 理 数 fa， ya …，ym 5 

3 

YiEAW), (m-th 


"5+ 


则 必 有 Br + 加 雪 < 
车 令 Po ry Fa ,Fn 0, 0, 7 0, 20), 
则 rED, 并 上 且 Ce, 站 <8。 这 证 明了 可 数 集 也 在 希 尔 伯 特 空间 
五 * 中 处 处 牧 密 ， 因 此 五 " 是 可 分 的 ， 后 一 个 断 语 直 接 从 定理 
《5.14) 淹 明 为 真 . 了 

例 芭 ”离散 度量 空间 (R，do) 是 一 个 不 可 分 的 度量 空间 , 因为 
它 的 任何 稠密 集 只 能 是 R. 


习 题 


试 证 下 列 各 命题 : 
1. ZT 空间 与 2 空间 的 子 空间 分 别 为 ?空间 与 Ts 空间 . 
2. 轻 空间 的 每 个 有 限 点 集 的 导 集 都 是 空 集 。 
3, 在 Ti 空间 里 把 有 限 多 个 点 添 吉 到 一 个 点 集 里 去 , 或 者 从 一 个 点 集 取 
出 有 限 多 个 点 ,次 不 会 改变 这 个 点 集 的 导 集 . 
4. 一 族 To 或 下 空间 的 积 空间 仍然 分 别 是 To 或 Ti 空间 . 
5. 如 果 Ti 空间 的 点 集 4 是 闵 的 和 连通 的 , 并且 和 4 至 少 包含 两 个 点 , 则 
4 是 一 个 完备 集 . 
5. Y mE N, 令 为 自然 数 系 的 w 数 段 和 4(1m) 的 一 个 置换 ， 即 4Cm) 到 
它 自 身上 的 双 一 一 函数 ， 设 {on} 为 一 已 知 序列 ; 当 sn<m 时 令 bn 一 
Gem， 而 当 9> 如 时 令 了 一 an; 则 序列 {6n} 叫做 序列 {9} 的 一 个 
重 列 ， 如 果 {as} 是 Ts 空间 开 中 的 一 个 收敛 序列 ,由 {44} 的 任何 重 
列 {awj 世 在 习 中 收敛 , 并 且 
liman =lim bs, 
设 了 是 拓扑 空间 对 的 非 空 点 集 和 4 到 Ts 空间 了 内 的 一 个 函数 , 并且 
1o& 4. 如 条 
limf(p=% 又 lmnf(p)=9, 
由 $a 


a 
人 


其 中 gq'E 了 ， 则 g~q'。 换 名 话说 ,如 果 任意 空间 的 非 宅 点 集 到 Ts 
空间 内 的 函数 在 一 点 me 所 处 有 极限 , 则 此 极限 是 唯一 的 . 


"16., 


10. 


11. 


13. 


14. 


- 令 {pn} 为 拓扑 空间 马 中 的 一 个 序列 ， 又 PE 9 苹 ， 和 如 果 YP 的 邻 域 


Um, 习 无 穷 多 个 nE N，s. t. pa€ Do 则 Pp 叫 散 序列 {pn} 的 一 个 聚 
点 或 极限 点 。 如 果 世 是 一 个 25 空间 , 又 {ps} 是 卫 中 的 一 个 收 化 
序列 , 则 {pn} 有 一 个 且 只 有 一 个 诊 点 ( 它 就 是 序列 fpn} 的 极限 六 
但 逆 命 题 不 真 . 


， 设 且 是 满足 第 一 可 数 性 公理 的 一 个 拓扑 空间 , 又 4C 六 , 4 站 对 


的 一 点 ze 万 史 习 4 中 的 一 个 序列 {zn}, 8. 

limz, =2, 
如 果 空 间 开 满足 第 一 可 数 性 公理 ， 又 互 中 每 个 收 敏 序列 的 极限 是 
唯一 的 , 则 互 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 . 
如 果 满 足 第 二 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 互 由 不 可 数 个 点 所 组 成 ， 又 
了 是 空间 六 到 豪 斯 道夫 空间 了 内 的 连续 函数 ， 则 存在 空间 互 的 一 
个 可 数 点 集 4， 使 得 在 4 上 与 了 相等 的 开 到 了 内 的 任意 连续 孙 数 
9 在 整个 空间 了 上 与 了 相等 . 


， 设 吃 是 复数 平面 C( 即 Vs, ze ,以 Gla, 的 一 [一 ?| 为 度量 的 度 


量 空间 (@, 四) 的 一 个 逆 区 域 ， 则 定义 并 一 致 连续 于 DD 内 部 的 每 个 
复 什 函 数 有 一 个 而 且 只 有 一 个 应 区 域 的 连续 开拓 . 
设 度量 空间 (X, 0) 是 连通 的 , 并且 至 少 包含 两 个 不 司 的 点 ; 则 
YacR, a.t.0<a<dCX), 
a3, WEZY, gt de, 0, 
因而 空间 互 由 不 可 数 多 个 点 所 组 成 . 
设 冯 是 魔 量 空间 开 的 连通 集 ， 并 且 4 至 少 包含 两 个 不 同 的 点 ， 令 
ZE 并 令 
G 一 CC AY, b=aup ale, 切 ， 
则 acz 又 a<bAcER3. 
a<o<ba33yE AF Ad(s, 的 一 0 


，yVY(a b) ER?3 .4<b 习题 (二 )Y, 和 中 的 空间 区。 是 可 分 的 。 
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第 四 章 紧 致 性 


在 这 一 章 里 0, 我 们 将 介绍 一 个 很 重要 的 拓扑 性 质 , 即 拓扑 空 
间 及 其 点 集 的 “ 紧 致 性 ”。 它 之 所 以 显得 很 重要 , 原因 在 于 它 使 我 
们 能 用 有 限 族 去 代替 无 穷 族 ， 因 而 能 使 我 们 用 有 限 去 驾驭 无 穷 . 
”有 着 各 式 名 样 的 “ 紧 致 性 ”, 它们 将 在 适当 的 条 件 下 统一 起 来 . 

使 我 们 特别 感到 兴趣 的 ， 也 许 莫 过 于 '' 紧 致 性 "的 理论 在 欧 氏 
空间 里 的 应 用 了 .这 将 是 本 章 最 后 一 节 的 内 容 ， 在 这 一 节 里 我 们 
将 看 出 , 在 网 氏 空 间 里 ,“ 紧 致 性 "与 “有 界 且 闭 " 是 等 价 的 , 并 且 十 
由 分 析 里 车 于 著名 定理 的 基础 就 是 “ 紧 致 性 "， 后 者 是 从 前 者 抽象 
或 “提炼 "出 来 的 ， 这 一 “提炼 "的 过 程 使 得 古典 的 理论 得 到 推广 各 
发 展 ， 这 就 形成 了 拓扑 空间 的 紧 致 性 理论 。 它 不 但 加 深 了 我 们 对 
于 古典 理论 的 认识 ， 而 且 还 使 现代 数学 的 许多 分 支 得 到 了 广泛 而 
有 意义 的 应 用 . 


一 、 紧 致 空间 与 列 紧 空 间 


本 节 将 阐述 空间 或 空间 的 点 集 的 紧 致 性 与 列 紧 性 ， 豪 斯 道夫 
空间 里 紧 致 集 的 性 质 , 以 及 定义 域 为 紧 致 空间 、 值 域 为 一 般 拓 扑 空 
间或 豪 斯 道夫 空间 的 连续 函数 , 并 阐明 紧 致 性 是 一 个 拓扑 性 质 . 


I， 紧 致 集 ”我 们 招 海 纳 (Heine)、 波 需 尔 (Borel)、 勒 贝 阁 


人 @ 本 章 的 主要 内 容 除 出 自 第 一 章 第 八 节 实 直线 上 的 吕 注 的 来 源 外 ， 其 中 很 大 一 
部 分 (特别 是 第 一 ,三 两 节 的 内 容 ) 取 自 BB. 百 , Fox 教授 在 1946 年 为 普林斯顿 大 学 研 
究 生 所 开 < 点 集 拓扑 学 一 课 的 为 本 书 前 一 作者 所 记 、 据 悉 未 发 表 的 课 辣 讲授 笔 
记 。 但 所 有 这 些 内 容 已 为 本 韦 前 一 作者 所 揉 合 、 穿 播 ,增补 , 另 证 ,从 而 失去 原样 。 


”73 


(Lebesgue) 著名 的 “有 限 履 盖 定 理 ” 的 广义 形式 作为 条 件 来 定义 点 
集 的 紧 致 性 . 

(1.1) 定义 设 互 是 任 一 拓扑 空间 又 4 是 并 的 任 总 点 
集 。 如 果 我 们 能 够 从 4 的 任何 开 材 盖 fsjoer 取 出 4 的 一 个 有 
腿 子 覆盖 {Ue}oer (ZCI， 了 ' 为 有 限 集 ), 那 来, 4 就 叫做 空间 县 
的 一 个 紧 致 集 , 或 简称 紧 集 ， 特 别 地 , 当 也 作为 点 集 是 紧 致 集 时 ， 
子 就 叫做 一 个 紧 致 拓扑 空间 ,或 简称 为 紧 致 空间 或 紧 空 间 . 

由 定义 (1. 少 立即 看 出 ， 空 间 卫 的 任何 有 限 集 ( 包 括 空 集 ) 都 
是 于 的 紧 致 集 ， 特别 地 , 当空 间 素 为 有 限时 ， 马 是 一 个 紧 空 间 . 
又 瑟 的 任何 非 空 紧 致 集 4 也 可 以 看 成 一 个 紧 空间 ， 这 是 因为 ， 人 4 
可 以 看 成 为 空间 互 的 子 空间 ， 并 且 点 集 4 是 紧 致 的 今 子 空间 4 
是 紧 致 的 . 

例 1 设 工 为 一 离散 空间 、 那 来, 并 是 紧 致 的 合生 是 有 限 
的 ， 事 实 上 , 如 上 所 论 , 条 件 显然 是 充分 的 .为 了 证 明 条 件 也 是 必 
要 的 ,我 们 假定 民 是 无 穷 的 。 如 此 ，YaE 子 , 车 令 Uo {人 }， 则 
{Dajcex 是 空间 芋 的 一 个 开 和 覆盖 ， 但 是 它 显然 没有 有 限 子 禾 盖 ， 
所 以 互 不 是 紧 致 的 。 这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 。 从 这 个 事实 看 
来 , 紧 致 性 也 可 以 看 成 是 集合 论 中 有 限 这 一 概念 的 推广 . 

显而易见 , 对 于 任意 空间 的 离散 集 、 甚至 殊 集 来 说 ,“ 紧 致 性 ” 
与 “有 限 ” 两 个 概念 也 等 价 ， 但 一 般 说 来, 情形 并 非 如 此 : 空间 的 每 
个 有 限 子 集 虽 然 是 紧 致 的 , 但 紧 致 集 刚 不 必 是 有 限 集 , 

例 2 在 实 直线 民 中 每 个 有 界 闭 区 间 [a, 避 都 是 民 的 紧 至 
伪 。 这 个 命 顾 是 < 实 分 析 中 海 纳 - 波 雷 尔 - 勒 贝 格 的 有 限 覆盖 定理 
的 一 个 明显 的 推广 ， 事 实 上 , 当 一 5 时 , 退化 的 闭 区 间 fo， 妇 是 
一 个 单元 集 ， 因 此 它 是 紧 致 的 ， 设 ec<z 并 设 {04ser 是 区 间 
[e， 刀 在 民 中 的 任 一 开 覆盖 ， VaE 过 U。 是 一 族 有 界 开 区 间 的 
并 集 ， 所 有 这 些 开 区 同 构成 一 个 开 区 间 族 {Js}sex, 它 显然 是 闭 
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区 间 Tx, 妇 的 一 个 开 团 盖 。 于 是 根据 前 面 提 到 的 有 限 改 盖 定 理 ， 
{Js} scr 有 一 个 有 限 子 覆盖 4 一 《Ja ya， …， Je,)， 显然 
Yi€EA(W), JaET, gt.JaCUa. 令 

Y= (Um, Ua, …， Us). 
既然 A 是 [9, 人 名 的 覆盖 , 那么 儿 , 当然 也 是 Ta, 如 的 一 个 覆盖 . 于 
是 [4, 丰 的 任意 开 覆 盖 {Ds}oez 都 有 一 个 有 限 子 覆盖 多, 所 以 
[为 是 紧 致 的 ， 了 

我 们 知道 , Ya<b, RR 的 紧 集 [4, 纪 都 是 不 可 数 集 . 

例 3 实 直 线 只 不 是 紧 致 的 ， 事 实 上 妖 一 wm wDsen 是 RR 的 
一 个 开 覆 盖 , 但 是 它 显然 没有 有 限 子 柳 盖 ， 同 理 可 知 , 非 如 化 的 并 
区 间 、 半 开 区 间或 无 穷 赔 区 间 都 不 是 实 直 线 民 的 紧 集 . 

(2) 紧 致 空间 的 每 一 个 闭 集 都 是 紧 致 的 。 

证 设 攻 是 一 个 紧 臻 空间 ,又 和 4 是 了 了 的 一 个 任意 闭 集 ， 于 
是 名 4 是 了 节 的 一 个 开 集 .如 果 多 -tajuez 是 4 的 一 个 任意 开 
材 盖 , 则 显然 一 {多 4, Ua}cer 是 紧 致 空间 下 的 一 个 开 覆 盖 , 从 
而 多 有 一 个 有 限 子 覆盖 (Us, Uw …, De， 儿 4)， 因 此 (Us 
Da …, Ds) 是 久 的 一 个 有 限 子 虱 盖 ， 这 样 一 来 , 闭 集 4 的 任意 
开 覆 盖 多 都 有 一 个 有 限 子 层 盖 , 所 以 4 是 紧 臻 的， 

我 们 从 例 3 可 以 看 出 , 非 紧 致 空间 的 闭 集 不 必 是 紧 致 的 ， 这 
大 因为 ， 每 个 无 穷 闭 区 冯 都 是 实 直 线 RR 的 闭 集 ， 但 是 它们 都 不 是 
紧 致 的 ， 我 们 在 下 面 去 举例 说 明 , 拓扑 空间 、 甚 至 紧 到 空间 的 紧 致 
集 也 不 必 是 闭 集 , 即 导 .2 的 逆 命 题 不 真 。 

例 取 例 (三 ) 3 中 的 拓扑 空间 (N,，3 ) 为 葬 ， 这 个 空间 不 
是 紧 致 的 ， 但 是 它 的 开 集 除 N 而 外 都 是 紧 致 的 ， 因 为 它们 都 是 有 
限 集 。 这 些 紧 致 的 开 集 除 空 集 而 外 没有 一 个 是 闭 集 , 因为 它们 的 
祭 集 都 不 是 开 集 ， 现在 Ya> 让 我 们 来 看 空间 (N, 久 ,) 的 子 空 
间 4 二 全 2 中 4 是 一 个 紧 致 空间 , 又 单元 集 和 {} 是 
180 ， 


它 的 一 个 紧 致 开 集 ， 但 不 是 它 的 闭 集 ， 因 为 子 空间 4G@e) 中 包含 
1 的 闭 集 只 有 4(m) . 


紧 致 空间 的 定义 以. 起 中 涉及 到 的 是 一 族 开 集 的 并 集 ， 运 用 
稍 : 摩 尔 根 定律 (0.5.8) 我 们 就 得 到 一 族 闭 集 的 交集 ， 所 以 空间 的 
紧 致 性 , 还 可 以 用 另 一 种 方式 来 定义 ， 为 此 我 们 有 必要 引进 “有 限 
交 性 质 ” 的 概念 . 

《1.8) 定义 令 芝 为 任意 的 非 空 集合 ， 并 令 {Fo} 为 任意 
一 族 子 的 子 集 ， 如 果 {8。} 每 个 有 限 子 族 的 交集 都 是 非 空 的 ， 那 
末 , 我 们 就 说 , 集合 族 {Zo} 具有 有 限 交 性 质 . 

我 们 看 出 ， 有 限 交 性 质 这 一 概念 是 一 个 纯粹 集合 论 的 概念 . 

(1.4) 定理 拓扑 空间 互 是 紧 致 的 会 Y 具有 有 有限 交 人 性 质 
的 瑟 的 闭 集 族 {Bo}, 总 有 门 Pe 

证 一 . 设 {Zo} 是 具有 有 限 交 性 质 的 开 的 一 个 任意 闭 集 
族 . Va, 令 D<= 多 ai 则 每 个 7 都 是 开 集 ， 不 难看 出 , 开 集 族 
{Uo} 没有 任何 有 限 子 族 能 够 是 紧 致 空间 工 的 覆盖 。 事实 上 , 假 
定 (Ua, Um, Um。…,， Uw) 是 {Do} 的 一 个 随意 有 限 子 族 . 因为 
亿 q 具有 有 限 交 性 质 ,所 以 

IPER, st. PE Pa N Paf Po fe N Fo,. 
但 是 Fa= BUa (i=l1,2,8,.,%); 
因此 paUs， 这 证 明了 (Ua, UUm,…, Uo,) 不 是 空间 了 
的 覆盖 ， 由 于 空间 了 是 紧 致 的 , 开 集 族 {Us} 就 不 能 是 子 的 覆 
盖 . 因此 


39ET, st. Ya， g¢Us. 
所 以 ZE 站 Bo， 即 (VForg. 
所, 设 条 件 满足 ， 并 设 {Do} 是 工 的 一 个 任意 开 覆 盖 。 Va 
令 Be= 允 Us。 于 是 每 一 个 了 。 都 是 闭 集 ， 因 为 
J81s, 


YpETZF, Jo, st. EU,, 
所 以 [了 了。 一 .条件 既 然 满 足 , 闭 集 族 {了 e} 就 不 可 能 具有 有 限 交 
性 质 ， 这 就 是 说 , {Po} 必须 有 一 个 有 限 子 族 (Fo, Fa, …,， Po)， 
8, $. 


Ma Fa. 
公 此 
YPaUYG FY GP = GPaN Fa N Fo,) 
=Yg~X, 
即 UeUUoU…UDau 一 代 . 


于 是 空间 下 的 任 泡 开 屠 盖 {Uw} 都 有 一 个 有 限 子 覆盖 (0 Um 
…, Ue)， 所 以 空间 五 是 紧 致 的 . J 


28.、 列 紧 集 “ 列 贤 性 "是 从 < 数学 分 析 * 中 维尔 斯 特 拉 斯 
(Woierstrass) . 波 尔 察 诺 (Bolzane》 的 “ 聚 点 原则 ”推广 得 来 的 . 

寺 ' 胸 定义 设 开 是 一 个 随 音 给 定 的 拓扑 空间 , 又 4c 并 . 
如 果 4 的 每 个 无 穷 子 集 都 至 少 有 一 个 聚 点 属于 4, 则 和 叫做 空间 
并 的 一 个 列 紧 集 ， 如 果 芝 作为 空间 总 的 点 集 是 列 紧 的 ， 则 拓扑 
空间 了 叫做 一 个 列 紧 空间 ， 

从 定义 企 . 光 立即 看 出 ,任意 空间 的 斋 有 有 有限 点 集 是 列 紧 的 ; 
特别 地 , 空 集 是 一 个 列 紧 集 ， 有 限 空间 则 为 列 紧 空 间 . 同样 明显 
地 , 列 紧 空 间 的 每 个 闭 集 都 是 列 紧 集 , 又 任意 有 限 个 列 紧 集 的 并 集 
是 列 紧 的 . 

与 上 一 赦 所 论 相同 , 空间 下 竟 每 个 非 空 列 紧 集 都 可 以 看 成 是 
一 个 列 紧 空 间 , 因此 我 们 可 以 只 提 列 紧 空 间 而 不 提 列 紧 集 . 

下 面 的 命题 说 明 , 紧 致 性 不 弱 于 列 紧 性 . 

人 .6) 每 一 个 紧 致 空间 都 是 列 紧 实 间 . 

证 设 4 是 紧 致 空间 驴 的 一 个 无 穷 集 ， 如 果 4 没有 车 点 ， 
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则 YsE 县, 习 z 的 一 个 开 邻 域 ITe gs. 刀 
Ten (4~ {0}) = 
和 0s}sez 既然 是 紧 致 空间 至 的 一 个 开 栈 盖 ， 那 林 ，{Dajsex 就 必 
须 有 一 个 有 限 子 改 盖 (Us, Us, …, Uo,);: 
=U UU UUU,,. 

但 是 属于 每 个 Us 的 4 中 的 点 ， 最 多 只 能 有 一 个 , 因此 和 为 有 限 
集 、 这 与 所 设 矛 盾 。 因 此 ,4 必须 至 少 有 一 个 紊 点 ， 所 以 企 是 
列 紧 的 . 了 

容易 看 出 , 命题 人 .6) 的 逆 命 题 不 真 ， 即 列 紧 空 间 并 不 一 定 是 
紧 致 的 ， 因 此 , 紧 致 福 强 于 列 紧 性 , 

例 5 我 们 在 例 4 中 已 经 指出 , 空间 (N, 办 不 是 紧 致 的 , 因 
为 1d 的 je 就 是 内 的 一 个 开 覆 盖 ， 它 显然 没有 有 限 子 覆盖 。 另 
一 方面 不 难看 出 ，(N, .9 。) 是 列 紧 的 。 事实 上 , 如 果 4 是 内 的 任 
一 无 穷 子 集 ， 则 和 中 有 一 个 最 小 整数 mo。 显然 中 任何 大 于 
mw 的 点 都 是 空间 (N, 了 。) 中 点 集 和 4 的 聚 点 。 这 是 因为 , mn 的 任 
何 开 邻 域 re 都 必须 包含 点 wo， 从 而 包 合 4 中 异 于 s 的 一 个 点 。 
由 此 可 见 ，(N 3 了。) 是 一 个 列 紧 空 间 、 

下 面 的 定理 是 康 托 尔 的 区 间 套 原则 的 一 个 推广 . 

(1.7) 康 托 尔 定理 如 果 {8s 是 列 紧 人 空间 祥 的 非 空 
闭 集 的 一 个 序列 ，s. 


Fi 门 而 EOFs DDF Oe, (*) 


则 门 :了 多 
证 从 每 个 也 ,中 取出 一 点 %%, 令 
Xi {fwER|INENS oa， 
如 果 瑟 : 是 一 个 有 限 集 ， 则 习 m%€ 了 1 sg. 二 对 于 无 穷 多 个 nEN, 
2 一 mn。 如 此 , 则 显然 
wo Ef bE Fn, 
63 


所 以 门 R Fo 全 
于 是 我 们 可 以 假定 达 + 是 一 个 无 穷 集 ， 三 : 既然 是 列 紧 集 了 的 
无 穷 子 集 , 可 见 也 49, 并且 及 ! 忆 I， 令 
X= {oF EN, hn}. 
玉 既 然 是 Ti 空间 ， 又 及 一 是 一 个 有 限 集 , 可 见 YaEN 总 有 
了 “一文 ![ 见 习题 (三 )3]， 但 是 , Yn 总 有 子 sCPw 而 由 于 每 个 
了 ,都 是 闭 集 , 因而 下 面 的 包含 式 必然 成 立 : 
RC PC PF,. 

由 此 可 见 ,YmnEN, 总 及:CCF。 了 

定理 过.7) 中 " 列 紧 ”的 条 件 当然 可 以 用 较 强 的 条 件 “ 紧 致 "去 
代替 ， 另 一 方面 “三 为 列 紧 知 空间 ”的 条 件 如 果 代 之 以 “ 子 空间 
为 列 紧 与 71 的 ”这 一 条 件 , 定理 显然 也 真 . 

满足 条 件 (*) 的 任何 集合 序列 {也 s} (Be 不 必 是 闭 集 ) 叫 化 一 
个 下 降序 列 . 

红 .8) 海 纳 - 波 吉 尔 定理 ” 凡 询 紧 名 ; 空间 下 的 每 个 可 数 开 
要 盖 {0s} 都 有 一 个 有 限 子 哥 盖 . 

证 如 果 {Us} 本 来 就 是 有 限 的 , 则 定理 已 经 不 用 证 明 , 因此 
我 们 可 以 假定 这 oj} 是 无 穷 的 ， 令 

SUUUsU UUs, Fam Ss, 
那 末 , 由 于 每 个 5 是 也 的 开 集 , 可 见 每 个 ,部 是 互 的 闭 集 . 而 
且 很 明显 ，Yn, 总 有 Ba 二 了 ss 即 {Fw} 是 一 个 下 降 的 闭 集 序 
列 ， 如果 Yn, ,只 于 则 根据 康 托 尔 定理 C1.7), 必定 有 
F=f Fp 
于 是 多 8 下 ， 亦 即 
Ui FL 6 Us, 
这 与 {0。} 是 空间 孚 的 覆盖 这 一 假设 矛盾 ， 由 此 可 见 ，3wEN, 
6.t. 了 =. 因此 
184 ， 


XG FB =U VU UUU,. 
所 以 芝 有 一 个 子 覆盖 (Us Us, …, UD). 卫 


8. 素 斯 道夫 空间 的 紧 致 集 与 连续 函数 “ 率 斯 道夫 空间 的 紧 
集 、 以 及 紧 空 间 到 豪 其 道夫 空间 内 的 映射 具有 如 下 的 一 些 重要 性 
质 - 

CL.9) “定理 ”如果 豪 斯 道夫 空间 和 的 点 集 和 4 是 紧 至 的 , 屠 
未 , 4 必须 是 空间 工 的 闭 代 ， 

证 “我 们 只 须 证 明 ，2pE 开 过 pE 4, 即 证 明 有 AC 4 就 成 了 . 

VY 开 集 Us3p, 我 们 取 交 集 4NDs， 设 4 多 则 我 们 得 到 子 
空间 4 中 的 一 族 相对 闭 集 {4NDs}， 令 (Uas Us, …, Uo) 为 
族 {0 的 任意 的 一 个 有 限 子 族 ， 因 为 

CT 
是 点 Pp 的 一 个 开 邻 域 , 所 以 
TaNUaN NU N AE, 


于 是 就 更 应 该 有 
(AND) N (AND) NN (AND,,) #6. 
由 此 可 见 ，{4NDo} 是 紧 致 子 空间 4 中 具有 有 限 交 性 质 的 一 族 
相对 闭 集 ,因此 根据 定理 (1.4), 3 空间 下 的 一 点 g 必 于 所 有 的 
A4Nn5。 不 难 断 定 : p 一 9， 事 实 上 , 假定 恰恰 相反 , pg， 于 是 因 
为 卫 是 豪 斯 道夫 空间 ， 亡 以 3 开 集 32 及 开 梨 U3 9 
g. 太 .VNU 由 此 推出 ,9 作 了 P。 但 是 , 矿 既 伏 包 含 2 了 就 应 
该 是 某 个 Te， 比如 说 ,是 ee， 于 是 9 生 太 就 表示 g 生 4NnDs， 这 
祥 , 我 们 就 引出 了 一 个 矛 质 ， 关 此 我 们 必须 有 2 一 4 而 由 于 9E 几 
我 们 就 得 到 2E 4、 这 样 一 来 , 当 4%8 时 ， 我 们 就 证 明了 有 = 4 
所 以 4 是 子 的 闭 集 ， 当 4 一 5 时, 4 当然 是 及 的 闭 集 ， 了 
如 果 把 定理 全,9) 中 互 为 2 空间 的 条 件 换 成 Ts 空间 ， 则 所 
»。185» 


得 命题 不 真 , 

例 8 我 们 取 例 (三 ) 4 中 所 举 室 间 (N, .为 例 ， 我 们 已 经 
知道 (N, 是 一 个 Yi 空间 但 不 是 Ts 空间 、 这 个 空间 还 是 紧 
致 的 ， 事 实 上 , 设 {0o} 是 空间 (N, 了 ) 的 任意 一 个 开 要 盖 ， 在 
{人 0。} 中 任 取 一 个 开 集 Tezg 于 是 根据 定义 拓扑 图" 的 条 人 性 
2°, 

习 roEN3 -n> nnEU,,. 
所 以 空间 (N, .9 “) 中 不 属于 Uo 的 点 最 多 只 有 mo 一 工 个 ， 这 些 点 
最 多 只 需要 {7aj 中 因 开 1 个 开 集 I。， Uw, …， Uo 就 被 权益 
了 . 因此, {Uw} 有 一 个 有 限 子 覆 误 (e，Ue， …，Ua). 由 此 可 
见 , 了 Ti 空间 (N, 9) 是 紧 致 的 ， 仿 上 容易 证 明 , 如 果 (N, .F ”的 
开 集 
UG 人 UN, 

则 如 是 空间 (N， 儿 “) 的 紧 致 集 ， 但 可 只 开 而 不 闭 ， 其 实 ， 空 间 
(N, .9 ) 的 每 个 子 集 都 是 紧 致 的 ,而 闵 集 除 N 以 外 只 是 时 的 所 有 
有 限 子 集 . 

这 个 例子 说 明 , 即使 是 紧 致 Ti 空间 的 紧 致 集 也 不 必 是 闭 集 . 

我 们 现在 去 证 明 下 面 两 个 所 谓 的 映射 定 惠 . 

寺 .10) 定理 设 卫 是 任意 的 紧 埃 空间 ， 又 了 是 一 个 随意 
的 拓扑 空间 ， 加 时 于是 空间 于 到 空间 了 内 的 一 个 连续 函数 ， 风 
开 玉 ) 是 空间 了 的 紧 致 集 ， 特别 地 , 当 了 (于 ) = 了 时 , 则 了 是 一 个 
紧 致 空间 . 

证 设 {Foier 是 了 的 子 空间 (了 ) 的 具有 有 限 交 人 性质 的 任 
意 一 族 相 对 闭 集 。 因为 函数 是 连续 的 , 所 以 YiEI，f(FD) 闭 
于 紧 致 空间 对 中 . 设 (F6 Fi …， 了 Pi) 是 族 {Bejver 的 任意 一 
个 有 限 子 族 ， 那 未 , 因为 

FN FN NN Fs, 
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所 以 
BE 人 Fe) 
BNP NN Po,) *E. 
这 样 一 来 ，{ (ZE9jer 是 具有 有 限 交 性 质 的 一 族 子 的 闭 集 ， 从 
而 由 瑟 的 紧 致 性 推出 ， 
3pEZIPE he FO. 
因此 f(D) Ef her Pi. 
这 就 证 明了 了 ( 芝 ) 的 紧 致 性，] 
如 果 注 意 到 对 于 任何 函数 了 总 有 
f= 
并 且 空 集 是 任何 空间 的 紧 致 集 ， 则 从 《1. 10) 立即 得 
到 

(1.11) 系 拓扑 空间 的 任何 紧 致 集 的 连续 象 都 是 紧 致 的 . 
因此 ， 紧 致 性 是 一 个 拓扑 性 质 . 

1.12) 定理 紧 致 空间 之 到 豪 斯 道夫 空间 工 内 的 任何 连 
续 函 数 了 部 是 闭 函 数 ; 特别 地 , 当 连 续 函 数 了 是 双 一 一 画 数 时 , 它 
的 反 画 数 太 :也 必然 违 续 , 即 了 是 一 个 同 胚 ， 

证 ”我们 去 正明 定理 的 第 一 部 分 ， 从 命题 民 .2) 推 出 ， 肝 的 
任何 闭 集 也 都 是 紧 致 的， 由 于 了 是 连续 的 ， 从 定理 让 .10) 的 系 
红 .1D) 看 出 , 了 (7) 必须 是 空间 了 的 紧 致 集 ， 因 为 了 是 一 个 豪 斯 
道夫 空间 ， 所 以 根据 定理 以 .9), A(8) 必 须 是 空间 了 的 闭 集 ， 因 
此 从 斑 的 闲 集 也 的 任意 性 推出 , 了 是 一 个 闭 通 数 . 

至 于 定理 的 第 二 部 分 ， 这 显然 是 定理 第 一 部 分 的 直接 推论 . 
事实 上 , 对 于 于 的 任何 闭 集 了 了, 当 了 不 但 连续 而 且 是 双 一 一 函数 
时 ,由 于 


DF SAD, 
刚 咒 的 反 秒 数 , 广 : 反射 闭 集 , 因此 产 * 也 连续 ] 
537， 


二 、 紧 致 空间 族 的 积 空间 


本 节 的 主要 内 容 是 证 明 下 面 的 吉 洪 诺 夫 (Taxoroa) 定 理 , 它 被 
认为 是 一 般 拓扑 学 中 最 重要 的 定理 之 一 ， 而 定理 的 证 明 则 属于 布 
巴 基 (Bourbaki). 

为 了 在 论述 上 的 方便 起 见 , 我 们 约定 ， 当 族 鲁 一 4}yes 表示 
一 个 单 函 数 j>4y 时 , 则 族 久 与 其 标示 集 将 不 加 区 别 , 于 是 我 们 局 
时 又 可 以 写成 

$=-{4|j€EN. 
据 此 ,集合 类 也 可 以 用 标号 族 的 记号 来 表示 . 

以 后 凡是 把 “ 族 ” 与 集合 ”当成 同义词 使 用 时 都 是 根据 这 一 约 
定 来 的 ， 在 吉 洪 诺 夫 定理 的 证 明 中 即将 援 用 这 一 约定 . 

(2.1) 吉 洪 诺 夫 定理 。 任 意 一 族 紧 致 空间 的 积 空间 总 是 紧 
致 的 . 

证 ” 令 { 字 中 er 为 任意 一 族 紧 致 空间 ,并 令 下 一 Tier 瑟 ,为 
这 一 族 空间 的 积 空间 ， 我 们 希望 证 明 ， 具 有 有 限 交 性 质 的 、 空间 
蔷 的 闭 集 的 任意 族 名 的 交集 不 是 空 集 . 令 .为 具有 下 列 性 质 
的 一 切 族 更 所 成 的 集合 : 

I 名 的 各 项 是 空间 三 欧 点 集 , 但 不 必 是 闭 集 ; 

2° Bc; 

3” 多 具有 有 限 交 性 质 ， 
显然 名 EY， 从 而 按照 上 述 约定 ， 我 们 也 把 9 的 每 个 元 
素 都 看 成 集合 类 ). 

在 9 的 元 素 Bo、Bo、… 之 间 定 义 一 个 二 元 关系 所 如下: 

DDG Cg. 
那 末 , 09， 挟 ) 显 然 是 一 个 偏 序 案 ， 令 
"58 ， 


Cbskt. 
表示 .的 一 个 任意 全 序 子 集 ， 不 难 断 定 在 偏 序 集中 "有 上 
界 . 事实 上 , 令 

B= er Bs 
则 B' 显然 满 足 条 件 1° 及 2"， 令 {Su So … Ss} 表示 多 的 一 
个 随意 子 集 ， 我 们 不 妨 假定 YiE 4A(m), SE 而 EY" 有 降 
然 "是 全 序 的 , 那 我 们 就 又 可 以 假定 

B,C B,C CC DB,. 

这 样 一 来 ,VY iE 4(w)，SsEB,,; 于 是 由 于 多 ,具有 有 限 交 性 质 ， 

Mi Si #8. 
这 证 明了 "具有 有 限 交 人 性质， 因此 GB*E.9， 根 据 .9 中 偏 序 关 
系 所 的 定义 , 我 们 立即 看 出 , TB* 是 全 序 集 "的 一 个 上 界 ， 于 
是 援引 定义 (0.6.8) ,我 们 知道 9 是 一 个 归纳 集 ， 根据 卓 伦 引 理 
《0.6.10), 有 一 个 极 大 元 下 不 难看 出 : 

@) SEPF) -B34ds, 4 dy) EDI 
SNAN Asaf fi 4 mF 

因为 否则 将 有 名 U1{S}E9, 而 且 BCoBU {8}, BU {5}, 
这 与 号 的 极 大 性 矛盾 . 

《b) 5, 中 元 素 的 任意 有 限 交 必须 是 Bi 的 元 素 ; 事实 上 , 如 果 
如，Bs,…，Bw 是 吕 的 任意 m 个 (有 限 个 ) 元 素 , 则 随意 从 便 中 
取出 nn 个 元 素 44，4s,…，44, 总 有 

(BiN Baf NN Bn) NAN AsN oN As tg. 
因此 根据 (a), 我 们 有 BN BaNn… Bs€ Bi 

(0) TEP(X)ID YAED, TNAGSTED!; 这 是 因为 要 
据 (a) 

TEBSIdy, ds, *, Ao) EPI: 
TN AN AN RNA) -人 
1989. 


但 是 根据 (tb)，A44Nn an …n 4,E5B4 车 令 
A=AN AaN NA 
则 见 TEB SA3AED,I TN A=. 
令 P 为 积 空间 卫 冯 坐标 空间 了 ,上 的 投影 、 试 看 闭 集 

族 {PmCD}ase, 并 从 其 中 随意 取出 一 个 有 限 子 族 
(BAD, PUAD, ~ BRA)), 

于 此 , YhE4(n), 44EB， 因 为 硬 具有 有 限 交 性 质 ,所 以 
gERIIEAN Asf) ef hs. 


因此 可 见 

Pl) Ep AD Np(As) Ne Np As) 

Cp: CAD NBAD Ne NNR Ce). 
所 以 族 {ps (dj}ssa 具有 有 限 交 性 质 ， 降 然 空间 站 :是 紧 致 的 ， 
闭 就 必然 习 sE "YA4EG 总 有 mE BCD. 令 w= {mhen; 则 
E42=2.0 
我 们 去 证 明 = 属于 本 的 一 切 元 素 ， 为 此 ,我 们 只 须 证 明 ; 
YA4EDB， 总 有 wEA. 
事实 上 。 令 可 为 空间 于 中 点 4 的 任 一 开 邻 域 ， 郑 末 , 的 开 
集 VV3zAVCU, st 
V=p (Ue) Np (UN NN pi (Un). 

其 中 是 空间 筷 s 的 开 集 . 不 难 断 定 ,六 EB. 事实 上 ,Y 4 EG 
猎 然 总 有 


2 € Pn CA N Ui 
于 此 , zw 为 点 “的 名 坐标, 那 末 , 显而易见 ，Y4 E 吕 i 就 必然 有 
Us Np (A) FE. 
令 yEUsNpa(4); 则 
PE) Cpa Us) 入 2 (0 NAH 
于 是 Y4EGB, 常 有 
,JI90 。 


(Da ne 外 

因此 根据 (0)，pRLDa) EDs 又 根据 (加 ,PE@i。 这样 一 来 ， 
Y4EG@u 总 有 万 .4z 册 于 是 更 有 Us 人 这 证 明了 YA4E 
5, 总 有 wE， 最 后 令 了 为 8 的 任意 元 素 ; 则 态 E 西 且 罗 闭 
于 积 空 间 工 中 ， 因 此 2E 万 一 了 ， 这 证 明了 2 属于 咯 的 一 切 苑 
素 ， 由 此 , 根据 定理 代 . 仅 我 们 立即 看 出 并 是 一 个 紧 致 空 
间 . 了 

下 面 的 两 个 命题 是 吉 洪 诺 夫 定 理 (2. 了 的 直接 推论 ， 

(2.2) 任意 一 个 紧 致 豪 斯 道夫 空间 族 的 积 空间 是 一 个 紧 至 
率 斯 道夫 空间 ， 因 此 , 紧 致 豪 斯 道夫 安 间 族 的 积 空间 的 点 集 和 4 其 
紧 致 的 今 4 是 闭 集 , 

证 命题 的 第 一 部 分 直接 由 定理 (2.1) 及 (8.2.3) 推 出 ,命题 
的 第 二 部 分 则 直接 由 第 一 部 分 .定理 (1. 有 ) 及 以 .2 推出, ]】 

(2.8) 如 果 fy 县 一 个 紧 至 豪 斯 道夫 空间 族 , 屠 末 , 每 个 投 
影 久 都 是 积 空间 


ZI 
到 坐标 空间 工 ,的 闭 还 数 . 
证 这 是 定理 (2.) 及 以 .19) 的 直接 推论 .了 
根据 定理 (1.6.17)， 任 何 积 空间 到 每 个 坐标 空间 的 投影 都 是 
开 消 数 ， 闪 此 , 当 每 个 坐标 空间 都 是 紧 致 豪 斯 道夫 空间 时 ,每 个 投 
影 既 是 开 函 数 又 是 闭 函 数 . 


三 、 覆 盖 式 与 序列 式 列 紧 性 -各 种 
紧 致 性 之 间 的 关系 


本 节 作为 第 一 节 的 继续 ， 将 引入 另外 两 种 紧 致 性 并 按照 江 
-I91* 


泽 洱 @ 的 译名 及 命名 称 为 “序列 式 " 与 “ 李 兽 式 " 列 紧 性 , 也 就 是 “ 序 
列 式 "与 可 数 覆 盖 式 "的 紧 致 性 、 这 样 一 来 , 我们 就 有 了 四 种 紧 至 
性 ， 它 们 将 在 空间 满足 第 二 可 数 性 公理 及 弗 菜 殉 分 离 公 理 的 条 件 
下 统一 起 来 , 从 而 显示 出 这 两 个 公理 的 重要 意义. 

由 于 今后 将 一 再 用 到 第 一 与 第 二 这 两 个 可 数 性 公理 ， 为 了 行 
文 的 简便 计 , 我 们 同样 遵循 江 泽 涵 教授 在 < 拓扑 学 引 论 > 书 上 记述 ， 
把 它们 分 别 简 称 为 公理 4 与 公理 4 


1. 覆盖 式 列 紧 空 间 我 们 在 下 面 以 海 纳 - 波 雷 尔 定理 (1.8) 
的 结论 作为 条 件 来 定义 “覆盖 式 列 紧 性 ” 

人 .D” 定 义 如 果 拓 孙 空 间 闷 的 每 一 个 可 数 开 而 盖 都 有 一 
个 有 限 子 覆 盖 ， 那 末 , 就 叫做 一 个 性 盖 式 列 紧 空 间 ， 如 果 一 个 
随意 拓扑 空间 的 子 空间 4 是 覆盖 式 列 紧 的 , 则 4 称 为 空间 了 
的 覆 妆 式 列 紧 集 . 

我 们 约定 ， 空 集 是 任何 拓扑 空间 的 禾 盖 式 列 紧 集 . 

根据 定义 (3.1), 定理 《1.8) 可 以 改写 如 下 : 

(3.2) 每 个 列 紧 Ti 空间 都 是 覆盖 式 列 紧 的 . 

一 般 说 来 , 列 紧 空间 不 一 定 是 覆盖 式 列 紧 的 , 在 例 5 中 我 们 已 
经 指明 了 这 一 点 ， 因 为 在 那个 例子 里 , (N, .9 ,) 是 一 个 列 紧 空 间 ， 
入 tw)}aen 是 空间 (NN, .9 。) 的 一 个 可 数 开 覆盖 ， 可 是 它 没有 有 限 
子 覆盖 . 

下 面 的 命题 说 明 , 覆盖 式 列 紧 性 强 于 列 紧 性 , 


@ 江 泽 涵 ,< 拓扑 学 引 论 >, 上 海 科学 技术 出 版 社 ,1978。 

关于 各 神 紧 致 福 的 命名 和 汉语 译名 在 各 种 有 关 文 献 中 常 有 出 入 : 本 书 中 的 “ 列 紧 
性 ”英语 文献 中 往往 称 为 “countable compactness”， 而 按 笠 学 出 版 社 1974 年 版 的 4 英 
汉 数学 词汇 ?>， 则 壕 译 为 “可 数 紧 性 ”。 又 本 节 中 所 定义 的 “ 模 羡 式 列 紧 性 ”中 文 文献 中 
也 常 称 为 “可 数 紧 性 ”, 关 于 这 一 命名 的 英文 文献 见 : J. DT 区 elley, General Topology 
(1955), 或 J. Nagata, Modern General Topology (1974), 
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(3.3) ”每 一 个 覆盖 式 列 紧 空 间 都 是 列 紧 的 . 

证 如 果 习 一 个 覆盖 式 列 紧 空 间 和 并， 它 不 是 列 紧 的 ,出 五 必 
须 有 一 个 可 数 无 穷 点 集 

A= {m1, wo, po tn, Bb A 
这 样 一 来 , 由 于 和 是 闭 集 , 因而 go= 多 4 是 开 集 ; 又 
YmEN 开 集 Um，》 wm 8. t. Un (4 一 {rw}) 一 下 
于 是 得 到 覆盖 式 列 紧 空 间 也 的 一 个 可 数 开 秦 盖 
(Uo, Uy, Ta pp Us, 7), 
它 显然 没有 有 限 子 履 盖 ， 这 是 不 可 能 的 了 

由 G8. 人 9 与 (3.8) 立 即 推出 ; 

(8. 引 对 于 Ti 空间 , 覆盖 式 列 紧 性 令 列 紧 性 . 

显而易见 : 

(38. 四 ”每 个 紧 致 空间 都 是 列 盖 式 列 紧 的 . 

命题 (3.5) 的 逆 命 题 不 真 , 即 紧 致 性 强 于 禾 盖 式 列 紧 性 ， 反 倒 
需要 较 多 预备 知识 , 已 超出 本 书 范围 , 故 从 咯 吕 ， 

下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 如 果 把 康 托 尔 定 理 过 .7) 中 的 “ 列 紧 
Ts” 这 个 条 件 去 掉 ， 则 剩 下 的 部 分 可 作为 条 件 来 给 得 盖 式 列 紧 性 
下 一 个 新 的 定义 . | 

《8.6) 定理 拓扑 空间 下 是 要 放 式 列 紧 的 今 卫 中 非 空 闻 
集 的 镀 何 下 隆 序 列 {F,} 都 有 非 空 的 交集 

[ 

证 一 ， 假 定 恰 恰 相 反 , 门 .所 ,= 皆 那 末 , 根据 锁 ' 摩 尔 根 
定律 ,我 人 有 Ln 多。= 卫 . 令 Ua 一 Sas、 于 是 {0%} 是 了 的 
一 个 可 数 开 和 覆盖, 依 假 设 ，{Us} 有 一 个 有 限 子 履 访 (Us, Um, …， 
不 妨 设 由 <ra<<…<za 于 是 [Du 一 DT 因此 ,Du 一 全 
从 而 Bu 一 多 Du 一 由 与 所 设 矛 盾 . 


QD 可 参考 械 工 Keley, Genaral Topology, p. 163， 
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《所 ， 充 分 性 的 证 明 实 际 上 就 是 定理 以 .8) 的 证 明 ， 只 须 注 党 
到 ， 后 者 根据 “空间 世 为 列 紧 Tx? 的 条 件 而 援引 了 定理 过 .7) 的 
结论 , 而 它 现在 已 经 成 为 我 们 的 已 知 条 件 ，] 

定理 8.6) 中 的 条 件 称 为 康 托 尔 条 件 。 因 此 定理 疆 . 站 可 以 重 
新 表述 为 ， 任 何 列 紧 J! 空间 都 满足 康 托 尔 条 件 ; 定理 @.6) 可 以 
重新 表述 为 ， 空 间 了 是 覆盖 式 列 紧 的 仿 工 满足 康 托 尔 条 件 ， 


2. 序列 式 列 紧 空 间 ”我 们 现在 去 定义 空间 的 序列 式 列 紧 性 ， 

《8.7) 定义 令 忆 为 任意 的 一 个 拓扑 空间 如果 并 中 的 
每 个 序列 都 有 一 个 收 全 的 子 序列 ， 那 末 , 空间 子 就 昌 做 序列 式 列 
紧 的 . 

拓扑 空间 的 序列 式 列 紧 集 可 以 仿照 覆盖 式 列 紧 集 来 定义 . 

(3.8) 任何 序列 式 列 紧 空间 都 是 覆盖 式 列 紧 的 . 

证 我们 只 须根 据 定理 (3.6) 证 明 任何 序列 式 列 紧 空 间 总 满 
足 康 托 尔 条 件 ， 为 此 ， 令 {Fs} 为 子 中 非 空 闭 集 的 任 一 下 降序 
列 ，YnEN, 任 取 一 点 m4 EF 于 是 得 到 中 的 一 个 序列 {wo}. 
根据 定义 (3.7)，{fzn} 有 一 个 收敛 子 序列 {vx} 设 lim ew 一 
2“E 和 自然 数列 {rw} 既然 是 严格 递增 的 , 那 末 ， 

YnEN, JEENS .Hu 和 
由 于 闲 集 序列 {Fs} 是 下 活 的 ,我 们 看 出 
dh Fh CP, 
但 是 YiEN, wa€E Pn， 因此 
Sh pn, E PFs. 

由 此 可 见 YnEN, snEFP=P,, 即 2E 门 zs J 

由 (3. 允 与 人 .8) 立 即 推出 : 

(3.9) ”任何 序列 式 列 紧 空间 都 是 列 紧 的 ， 
194. 


命题 (3.9) 的 逆 命 胡 不 真 , 即 并 非 每 个 列 紧 空 间 都 是 序列 式 列 
紧 的 . 

例 7 我 们 在 例 5 中 已 经 指出 , 空间 (N, 了 ,) 是 列 紧 的 , 但 它 
显然 不 是 序列 式 列 紧 空间 ， 因 为 自然 数列 好 就 没有 在 空间 
(N 7) 中 收敛 的 子 序列 。 

由 此 可 兄 , 序列 式 列 紧 性 强 于 列 紧 狂 ， 可 以 举例 说 明 , 覆盖 式 
列 紧 性 斩 序 列 式 列 紧 性 , 甚至 紧 致 性 世 不 蔓 含 序列 式 列 紧 狂 ， 因 
此 ,序列 式 列 紧 性 也 强 于 覆盖 式 列 紧 性 . 

(3.10) 引 理 如 果 马 是 满足 公理 4 的 列 紧 和 空间 ， 那 
杰 , 革 必 须 是 一 个 序列 式 列 紧 裤 间 . 

证 令 {6} 为 空间 互 中 的 任 一 序列 , 并 令 

4m fm lnEN}. 

如 果 4 是 一 个 有 限 集 , 则 至 少 有 {wo} 的 一 个 项 , 比如 说 4 一 m%, 在 
{mr} 中 出 现 无 穷 多 次 。 另 一 方面 , 如果 4 是 一 个 无 穷 集 , 那 末 , 因 
为 互 是 列 紧 的 ， 记 久 4 有 一 个 育 点 w>。 无 论 在 什么 情形 下 , 总 习 
容 间 开 的 一 个 点 罗 耻 评 Ya 的 部 域 风 导 无 穷 多 个 EN 8. 
wwEV， 因为 空间 瑟 济 号 公 副 41, 所以 从 定理 久 .3. 引 推出 ， 
了 空间 于 在 虞 4 处 的 一 个 可 数 基 {W 时 ，s. 不 

YnEN， 总 有 WaiC Ws 

令 咽 为 任 一 标 数 , s. m4,.EWi， 设 标 数 mm 及 {zen} 的 一 项 
zm EW 已 经 确定 ,而 令 Woti>m4 为 一 株数 ，8. 二 wowE 多 ze， 于 
是 我 们 得 到 自然 数 的 一 个 严格 递增 数列 frw} 以 及 与 之 相应 的 一 
个 序列 {gw}， 其 中 YhEN,， gp 一 Vm。 

显而易见 ，{gx} 是 序列 fxs} 的 一 个 子 序列 , 并 且 

lm%hoe. 


因此 空间 有 是 序列 式 列 紧 的 .] 
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由 此 立即 得 到 下 面 的 

(38.11) 定理 ”对 于 满足 公理 和 4 的 Ti 空间 , 列 紧 性 今 诺 列 
式 列 紧 性 售 覆盖 式 列 紧 性 、 

证 ”对 于 满足 公理 4; 的 和 空间 互 ， 列 紧 性 全 序列 式 列 紧 
性 这 一 事实 , 直接 出 强 理 (3.10) 及 (8.9) 扒 出， 至 于 在 蕊 中 , 列 紧 
性 兮 覆 盖 式 列 紧 性 ， 这 就 是 命题 (3. 分 ， 耐 且 空 间 卫 满 足 公理 
4; 的 假设 是 多 余 的 。 由 此 可 见 ,在 所 设 条 件 下 , 列 紧 性 、 秦 盖 式 列 
紧 性 与 序列 式 列 紧 性 两 两 等 价 . 玉 

由 下 再 (3.10) 立即 推出 

(3.12) ”如 果 满足 公理 4 的 全 :空间 三 是 紧 至 的, 则 下 是 
序列 式 列 紧 的 中 . 

我 们 现在 去 解决 在 侍 么 条 件 下 紧 致 性 与 三 种 列 紧 性 等 价 的 问 
题 ， 在 这 里 我 们 用 得 着 公理 4a, 

(3.18) 引 理 对 于 洲 足 公理 4 的 空间 ， 覆 盖 式 列 紧 性 之 
紧 玛 性, 

证 设 广 是 任意 的 一 个 满足 公理 4s 的 覆盖 式 列 紧 空 间 ， 并 
设 {Us}aer 是 空间 蕊 的 一 个 随意 开 覆 盖 ， 那 末 , 根据 林 德 咯 夫 定 
理 (3.4.6)， 人 D。}ser 有 一 个 可 数 子 材 盖 {D.}， 但 是 了 是 覆盖 式 
列 紧 的 ; 所 以 丈 的 可 数 开 模 盖 {如 s} 又 有 一 个 有 限 子 覆 盖 (Tav 
Ue …, Uaw), 其 中 

VEEAGm), INEN, a. t. Bo=on, 

显 灼 每 个 BET， 所 以 (Ua,，Us，…，U6,) 又 是 耳 的 开 枚 盖 
{Us}aer 的 有 限 地 覆盖 ，、 册 了 的 开 覆 盖 {0woer 的 随 党 性 看 出 ， 
空间 互 是 紧 致 的 ,了 


@ 命题 (8.42》 的 边 命题 不 成 立 ， 甚 至 把 Ti 加 强 到 Z9 也 不 成 ， 即 对 于 满足 公理 
所 的 Ts 空间 ， 


序列 式 列 紧 性 六 紧 儿 性 。 
见 前 而 引 过 的 参考 书 J. L, Kelley, General Topology, p. 163. 
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册 (3. 国 与 引 理 (3.1) 立即 准 出 
(3.14) 对 于 满足 公理 4z 的 空间 ， 紧 致 性 仿 枝 吝 式 列 紧 


性. 
如 果 我 们 注意 到 满足 公理 4 的 空间 必然 也 满足 公 再 44, 我 
们 立即 推 得 下 面 的 
(8.15) 定理 ”对 于 满足 公理 4s 的 了: 空间, 紧 致 性 依 覆 盖 
式 列 紧 性 6 列 紧 性 合 序 列 式 列 紧 性 . 
证 这 是 (3.1 与 定 再 (8.11) 的 直接 推 沦 了 


四 、 局 部 紧 致 性 


本 节 将 车 重 曲 述 “ 局 部 紧 致 的 ” 豪 斯 道夫 空间 的 性 质 ， 主 要 定 
理 是 (4, 国 。 我们 先 在 下 面 给 出 拓扑 空间 的 “局 部 紧 致 性 "的 一 般 
性 定义 , 并 岂 虹 得 出 它 的 几 个 简单 推论 . 

(4.1) 定义 设 工 是 一 个 随意 给 定 的 拓扑 空间 ， 和 如 果子 
的 每 个 点 都 有 一 个 紧 致 邻 域 , 则 及 就 叫做 一 个 局 部 紧 致 空间 。 

下 面 的 命题 是 定义 (4.1) 网 一 个 家 搂 推 论 . 

(4.2) 每 个 紧 致 空间 都 是 局 部 紧 致 的 . 

证 事实 上 ,如 果 了 节 是 一 个 随意 的 紧 臻 空间 , 则 了 作为 空间 
了 的 点 集 是 它 的 每 一 个 点 的 紧 致 邻 域 - 卫 

命题 (4.2) 的 北 命 题 显然 不 真 , 现在 举例 说 明 如 下 ， 

例 8 YwER, 取 a, 5ER,s. t,o<w<6. 在 鲍 2 中 我 们 已 经 
知道 有 界 邹 区 河 Tz， 要 是 实 直 线 民 的 一 个 紧 致 集 ， 而 且 它 也 是 
点 “的 一 个 邻 域 ， 因此 根据 定义 (4. 人 ， 实 直线 民 大 一 个 局 部 紧 
致 空间 .。 另 一 方面 , 例 3 告诉 我 们 , 实 直 线 R 不是 紧 致 的. 

下 面 的 命题 也 是 很 明显 的 . 

(4.3) 设 开 是 一 个 迹 斯 道夫 空间 ， 习 是 局 部 紧 致 的 邻 并 

.797 。 


的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 , 它 的 邮包 是 紧 玛 的 

证 象 件 的 充分 任 是 十 分 明显 的 ,并且 于 是 泰 斯 道夫 空间 的 
条 件 也 是 多 余 的 ， 现 在 证 明 条 和 件 的 必要 性 : 令 We 为 空间 立 中 的 
年 芝 一 点 4 的 一 个 紧 致 邻 域 ， 那 末 , 根据 定理 过 .9)， 杂 * 是 了 空 
间 王 的 闭 集 ， 因 此 及 一 耳 。 所 以 碟 的 任 一 点 “都 有 一 个 邻 域 
加 它 的 闭 包 丈 。 是 紧 致 的 ，] 

关于 局 部 紧 致 的 8s 空间 , 我 们 还 有 下 面 的 判别 准则 : 

(4.4) 定理 设 于 是 一 个 豪 斯 道 天 空间 . 那 来 , 瑟 是 局 部 
紧 致 的 今 往 的 拓扑 .9 有 一 个 基 , 它 的 每 个 元 素 的 闭 包 都 是 紧 致 
的 


证 “ 导 . 这 是 明显 的 , 而 且 丈 是 到 空间 的 假设 也 不 必要 、 
过 设 罗 = {D4} 是 局 襄 紧 致 空 词 互 的 拓扑 2 的 一 个 基 。 
令 
9 = Tec3 7e 是 三 前 紧 致 集 }， 
因为 YU。E 允 人 YVoE9 ,0s TFoc 产 。 而 Ps 是 紧 玛 的， 所 以 
从 (1.2) 奢 出 ,onyYs 是 紧 致 的 . 令 WEF 又 wEWW， 那 末 , 因 
为 乡 是 拓扑 的 基 , 所 以 
3U-E 罗 3.oEToc 
既然 卫 是 局 部 紧 致 的 TZ 空间 , 由 例题 性. 信 我 们 立即 硕 出 
导 FeE.9 DwEVse. 
于 是 EUsNVs NGNYs EW. 
册子 点 ”与 开 集 矿 都 是 随意 的 , 可 见 {0a 几 Vea} 是 扼 轩 了 的 一 
个 基 , 它 的 每 个 元 素 的 久 包 都 是 紧 致 的 ， 卫 
关于 局 部 紧 致 豪 斯 道夫 空间 ， 除 了 定理 他 ,分 外 , 我 们 还 有 下 
面 的 有 趣 的 判别 准 网. 
(4,5) ”定理 吝 斯 道夫 空间 卫 是 居 部 紧 莹 的 会 习 满足 下 
而 两 个 条 人 性 钨 紧 致 豪 斯 道夫 空间 碾 
.98 ， 


1° 及 CR*, 不 * 一 下 一 人 05 
2” 于 是 空间 六 "的 一 个 开 集 。 

证 * 一 设 p 是 不 属于 局 部 紧 致 7 空间 民 的 任意 对 象 ， 并 令 民 "一 
及 U {四 现在 让 我 们 按照 习题 (一 )XX 来 定义 集合 * 上 的 一 个 C- 拓 扑 子 
如 下 ， 设 和 是 开 上 的 折 孝 入 所 导致 的 和 上 的 坟 -拓扑 。 我 们 作 如 下 规定 : 

I. 4 是 民 的 紧 致 集 -~4ES 

I. FegoaFU{p er; 

ITIL Fr* 除 I 工 两 条 所 规定 的 集合 外 ,不 包含 其 他 任何 元 素 。 

显然 ,按照 集合 类 8* 的 定义 ,我 们 有 EF”, 王 "E5 不 难 断定 ， 

EPIAG EF HUG ERS. 人) 

为 了 证 明 这 个 , 我 们 分 下 面 三 种 情形 来 讨论 : 

a) Fr* 与 G* 都 是 空间 工 的 紧 致 集 。 如 此 ， 则 Br UG"” 也 是 工 的 紧 致 
集 ,因此 根据 IL FP" UG" € 2*。 

DD) 五 是 入 的 紧 致 集 , 而 G+~GU 秽 , 于 此 8EZ9。， 如 此 , 由 于 是 
Ts 空间 ， 根 据 定理 (1.9),， F"*€ ,又 根据 定理 (1.4.2) 的 性 质 4, 我 们 有 
Fr* UGE 天 由 此 根据 开 

TUG" 一 CPUGIUTEIEG 

06) "=PU{), G+ 一 GU {其 中 加 EF GE 这 时 由 于 PUGE 

根据 II, 我 们 有 
EF*UG*=(FUO U fp} EP. 

根据 III, 我 们 知道 除了 这 三 种 情形 外 , 再 也 没有 其 他 情形 发 生 , 因此 命 
题 (a) 就 证 明了 、 运 用 数学 归纳 法 , 我 们 立即 推出 , 8* 中 元 素 的 任意 有 限 并 
仍然 是 9* 的 元 素 。 寺 是 习题 (一 )X 中 的 闭 集 公理 Ci 满足 . 

现在 假定 {8 导 是 丈 * 中 元 素 的 一 个 任意 族 . 那 末 , 容易 丰 出门 a Fx EF"。 
这 是 因为 : 

1) 如 果 Ya， 问 都 是 空间 天 的 紧 致 集 , 则 交集 门 os 显然 是 紧 致 的 , 因 
此 , PE 9 

2 邻 模 为 {FYI 的 一 个 项 ,使 得 束 一 FaU {p}, 其 中 FoE FF 那 末 , 一 
切 这 样 的 碚 构成 证 中 的 一 个 子 族 1 号 。 念 

{= 人 一人. 

于 是 MR=[N Fe {pIN ChED, 
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其 中 每 个 本 都 是 Ts 空间 邓 的 紧 致 集 , 因而 FE FF， 显而易见 , 门 -Fe 或 者 
是 单元 集 {yp} 与 筷 的 某 一 个 闭 集 的 并 集 , 研 者 是 卫 的 一 个 紧 致 集 ,因此 它 必 
须 属于 和 

这 样 一 来 ， 闭 集 公理 0 也 满足 ， 因此 ， 史 ” 的 确 是 集合 了" 上 的 一 个 
C- 拓 扑 ， 而 由 C0- 拓扑 空间 (X*， sz*) 所 转化 的 拓 匀 空间, 将 记 作 (X*, 字 ”)， 
类 中 ?是 由 0- 拓 抑 9* 所 导致 的 拓扑: 

Feo{U ERK) I EF* 30U*— Kp}, 

我 们 以 后 提 到 拓扑 空间 X* 的 时 候 , 指 的 就 是 空间 CX", 9”*)。 

因为 BEF, 所 以 从 开 看 出 ，{ 人 对 € 9*， 换 名 话说 , 单元 集 { 人 是 空间 
XX* 的 闭 集 , 因 此 , 由 X* 的 构造 可 知 , 并 是 空间 斑 * 的 开 集 , 

我 们 去 证 明 , X* 是 一 个 察 斯 道夫 空间 .为 此 , 我 们 首先 看 出 , 空间 XX 的 
所 有 开 集 也 都 是 空间 XX* 的 开 集 ， 了 既然 了 是 一 个 Ta 空间 ， 那 末 , 为 了 证 明 
XX* 也 是 这 样 的 空间 , 我 们 只 须 证 明 , Yee X, 习 X* 的 开 集 口 与 V, st 

PEDU, gE€Y, UNV=E. 
事实 上 ， 因 为 空间 是 局 部 紧 致 的 ， 所 以 点 z 在 空间 立 中 有 一 个 紧 致 邻 域 
好 =-。 于 是 几 工 可 知 ， No。€ 9*， 因此 
Ny=X*—Ne€E SF, 
但 是 p 竺 Ws; 所 以 pE NW。 从 而 Ns 是 空间 X" 中 点 乡 的 一 个 邻 域 ,并且 
NeN 3 一 亿 

由 此 可 见习 * 是 一 个 Ts 空间 . 

我 们 现在 去 证 明 , 空间 X* 是 紧 致 的 。 为 下 , 任 取 空间 X* 的 一 个 开 覆 盖 
世 o 则 必 习 om 3 "PE Uo。。 因 为 X* 一 Te。 不 包含 点 2 并 且 闭 于 空间 中 ， 
所 以 根据 空间 "的 闭 集 的 定义 ,我 们 看 由 ，* 一 Uo, 是 空间 态 的 一 个 紧 致 
集 . 很 明显 , 了 X* 一 Uo, 被 {De} 中 除 U0 以 外 的 其 余 Ta 所 覆盖 从 {Da} 一 
所 中 到 由 全 * 一 Us, 的 一 个 有 限 独 盖 {D0}1cren, 那 末 , {Ua}acnen 显然 是 
空间 芒 * 的 一 个 有 限 履 盖 , 它 是 开 履 盖 {Uo} 的 一 个 子 覆 盖 ， 击 此 可 见 , 空间 
六 "是 紧 致 的 。 这 样 ,我 们 就 证 明了 条 件 是 必要 的 . 

夺 . 设 条 件 满足 。 那 末 ， 因 为 也 是 Ts 空间 X* 的 子 空间 ， 所 以 根据 


《3.2.2)， 社 也 是 一 个 Ts 空间， 了 既然 "是 豪 斯 道夫 空间 ,根据 命题 
(3.2.D) 
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由 于 六 是 紧 至 空间 X* 的 闭 集 ,根据 民 .2), 了 必须 是 空间 X* 的 紧 致 集 、 很 
明显 ，Te 9- 障 且 术 也 间 时 是 空间 下 的 紧 玛 集 ， 这 样 一 来 , 空间 了 的 每 一 
点 都 有 一 个 并 中 的 紧 致 包车 了 ， 因 此 玉 是 一 个 局 部 紧 致 空间， 所 以 条 件 
也 是 充分 的 . 了 
例 9 我 们 知道 复数 平面 C 与 二 维 欧 兵 空间 民 同 胚 ， 

C= 氏 .与 Re 一样， 都 是 局 部 紧 致 的 豪 斯 道夫 空间 , 但 不 是 紧 致 
的 .在 4 复 变 西数 论 > 中 我 们 已 经 知道 ， 在 空间 @ 中 加 进 一 个 新 元 
素 一 一 无 穷 远 点 sc, 则 所 得 空间 人 "一 已 WU toc} 与 二 维 球面 2 十 急 上 
名 = 工 局 是 (利用 球 极 投影 ,使 @" 中 的 点 < 与 北极 (0, 0, 了 D 对 应 》， 
从 而 知道 C* 是 紧 致 的 ， 我 们 还 知道 , 在 空间 C* 中 人 为 开 集 ， 定 
理 寻 . 品 就 是 从 这 一 事实 推广 得 来 的 . 


五 、 紧 致 度量 空间 "函数 的 一 致 连续 性 


本 节 将 讨论 在 度量 空间 中 紧 致 性 与 三 种 列 紧 性 、 以 及 紧 致 性 
与 其 他 某 些 拓 扑 性 质 和 一 些 嵌 屋 性 质 之 间 的 关系 。 此 外 , 我 们 还 
要 把 < 数 学 分 析 ” 中 一 致 连续 函数 的 松 念 推广 到 度量 空间 中 去 。 


1， 紧 数 度 量 空 间 与 度量 空间 的 紧 致 集 度量 空间 虽然 不 必 
满足 公理 4s, 但 是 例 ( 三 ) 吕 和 二 (三 ) 6 告诉 我 们 ， 每 个 度 景 空间 
都 是 满足 公理 44 的 Ts 空间， 因此 也 都 是 满足 公 强 和 包 的 Ti 空 
闻 ， 于 是 下 面 的 引 弄 就 成 为 定理 (3.11) 的 直接 推论 

(56.1) 引 理 对 于 任何 度量 空间 ， 列 紧 禾 今 序 列 式 列 紧 性 
今 覆 盖 式 列 紧 姓 , 

为 了 弄 清楚 在 度量 空间 中 紧 臻 性 与 三 种 列 紧 性 的 关系 ， 让 我 
们 先 去 证 明 下 而 的 引 理 ， 它 在 第 三 章 第 五 节 的 基础 上 已 变 得 十 分 
明显 . 

5.2) 引 理 每 个 序列 式 列 紧 度 景 空间 都 是 完全 网 与 完全 
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有 界 的 , 因而 都 满足 公理 4a, 

证 设 辽 是 一 个 任意 给 定 的 序列 式 列 紧 空 间 ， 我们 首先 去 
证 明 并 是 完全 有 界 的 ， 根 据 定义 (3.7)， 了 中 的 每 个 序列 都 有 一 
个 收敛 的 子 序列 ， 但 是 根据 命题 (2.3.3) 和 定义 (2.3. 人 ,既然 几 
是 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 ,可见 且 中 的 每 个 序列 都 有 一 个 柯 西子 
序列 ， 于 是 从 定理 (3.5.13) 推出, 蔗 是 完全 有 界 的 ， 度 量 空间 下 
的 完全 性 家 接 由 定义 (8.7) 与 定理 (3.5.18) 推 得 ， 最 后 我 们 去 证 . 
明 ， 序 列 式 列 紧 度量 空间 子 满足 公理 4s。 出 刚才 证 得 的 结果 知 
道 开 是 一 个 完全 有 界 空间 ， 于 是 由 (3.5.16) 立即 看 出 , 下 满足 公 
再 4 】 

(5.8) 定理 ”对 于 任何 度量 空间 ， 紧 致 性 仿 序 列 式 烈 紧 性 
全 弛 盖 式 列 紧 任命 列 紧 性 。 

证 “鉴于 引 理 人. 了 ,我 们 只 须 证 明 ; 对 于 任何 度量 空间 , 紧 至 
性 命 序 列 式 列 紧 性 。 因为 任何 度量 空间 都 是 满足 公理 4 的 
于 空间, 所 以 (3.13) 告 诉 我 们 , 对 于 任何 度量 宝 间 , 紧 致 性 一 序 列 
式 列 紧 性 ， 反 之 ,由 人 5. 了 看 出 ,序列 式 列 紧 性 覆盖 式 列 紧 性 . 
但 由 引 理 (5.2), 度量 空间 的 序列 式 列 紧 福 ~ 空间 满足 公理 4 
然后 援引 (8.19) ,我 们 看 出 , 对 于 任何 度量 空间 ,序列 式 列 紧 性 一 
{覆盖 式 列 紧 性 及 空间 满足 公理 4s} = 紧 至 性 . ] 

这 样 一 来 ， 对 于 任何 度量 空间 ， 紧 致 性 与 三 种 列 紧 性 两 两 等 


价 . 

根据 定理 (5.8), 引 理 (5.2) 可 以 重 述 如 下 ， 

(5.4) 系 把 个 里 致 度量 空间 都 是 一 个 完 人 有 界 的 完全 空 
间 ， 因 而 都 是 可 分 的 . 

系 (6. 人 的 道 命题 也 真 , 并 且 不 需要 可 分 性 的 条 件 . 

(6.5) 度量 空间 Xx 是 紧 致 的 公开 是 完全 有 界 的 和 完 人 


的 . 
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证 必要 人 性 就 是 (6. 全. 反之 ,因子 是 完全 有 界 的 , 故 由 定理 
(3.5.12) 看 出 ， 子 中 的 每 个 序列 都 有 一 个 柯 西 子 序列 ， 它 由 于 空 
间 互 的 完全 性 必须 收敛 .所 以 玉 是 序列 式 列 紧 的 ,于 是 根据 定 
理 (6.3), 子 是 紧 臻 的。 这 证 明了 条 件 的 充分 性 、】 

定理 (6.5) 告 诉 我 们 ， 完 全 有 界 性 和 完全 性 这 样 两 个 度量 性 
质 , 合 起 来 就 成 了 一 个 拓扑 性 质 一 一 紧 致 性 . 

现在 让 我 们 来 看 度量 空间 的 紧 致 集 ， 普 而 易 见 ， 

{5.6) ”凡是 度量 空间 的 紧 致 集 都 是 完 会 有 界 的 闭 集 . 

证 ”事实 上 ， 如 果 许 量 空间 于 的 紧 致 集 4=@, 则 已 不 用 证 
明 . 如 果 4# 包 则 由 于 于 是 一 个 2s 空间, 所 以 根据 定理 (1.9)， 
4 必须 是 闭 集 至 于 4 是 完全 有 界 的 ; 则 直接 由 系 (6. 分 推出 . 了 

(5.7) 系 内 是 度量 空间 的 紧 致 集 都 巧 有 界 闭 集 . 

证 ”这 直接 由 (3.5. 咏 与 全 ,6) 推 出 . 了 

命题 (5.6) 的 道 命题 不 真 , 从 而 (6.7) 的 道 命题 当然 也 不 真 ， 

例如 取 实 数 4<c<6; 令 

a, Bl, A=]g, o]。 
作为 实数 直线 民 的 度量 子 空间 , 工 是 完全 有 界 的 , 而 4 是 空间 下 
的 一 个 完全 有 界 的 闭 集 ,但 4 不 是 部 的 紧 致 集 . 

但 如 果 度 量 空间 是 完全 的 , 则 (5.6) 的 逆 命 题 成 立 . 

(5.8) 设 开 是 一 个 完全 空间 , 又 4C 斑 ， 那 末 , 4 是 紧 致 的 
人 驹 4 是 空间 工 的 完全 有 界 千 集 . 

证 “这 是 定理 (2.3.7)、 全 .67 和 (全 .只 的 直 找 推论 . 了 

然 耐 即 令 度量 空间 是 完全 的 ，(5.7) 的 道 命题 也 不 真 . 

例 开 取 例 ( 三 )12 中 希 尔 伯 特 空间 五 的 子 集 开 为 例 . 在 
那里 我 们 已 经 指出 ， 是 有 界 的 但 非 完全 有 界 . 又 因 ‘8, 所 
以 开 是 完全 空间 HH* 的 闭 集 , 但 不 是 紧 致 的 

(5.9) 设 卫 是 一 个 紧 致 度量 空间 ,又 4 入、 那 末 , 4 是 紧 
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致 的 仿 4 是 空间 了 的 闭 集 . 
证 这 是 命题 (5.4)、(3.5.6) 与 (56.8) 的 直接 推论 DPD， 


名 。 紧 致 度量 空间 的 连通 性 ”我们 在 第 二 章 第 三 节 第 1 款 的 
末尾 曾经 指出 ,定理 (2.3.2) 的 北 命 题 不 真 ( 见 例 ( 二 )6), 并 且 还 指 
出 , 要 使 这 个 逆 命 题 成 立 , 必须 另 加 条 件 。 这 个 条 件 就 是 度量 空间 
的 紧 致 性 . 

(5.10) 如 果 ( 瑟 ,中 是 一 个 紧 致 度 景 空间 , 并 且 Ys>0, 室 
生生 的 任意 一 对 点 都 能 够 用 于 中 的 一 条 6- 链 连结 起 来 ， 那 末 ， 
工 必 然 是 一 个 连通 空间 . 

证 ”假定 恰恰 相反 , 空间 互 不 是 连通 的 ， 那 末 , 福 就 可 以 天 
示 成 两 个 非 空 闻 集 4. 于 的 分 离 并 . 

王 =AHB. 
既然 和 4 和 如 % 那 就 习 点 4€4 以 及 点 8EB， 根据 定理 的 假 
设 , Ys>0，a 与 3 总 能 够 用 于 中 的 一 条 a- 链 连 结 起 来 ， 在 每 
一 条 这 样 的 e- 链 里 ,由 于 第 一 项 <E4 最 后 一 项 5€B, 因此 必 
然 有 两 个 相 邻 的 项 ， 其 中 的 一 个 属于 4, 另外 的 一 个 属于 B， 于 
是 YnEN, 3PEA4, on 所 s. t. 


1 
GD qo) < 元 


如 果 序列 {ps} 只 有 有 限 多 个 项 是 相 异 的 , 那 末 ，{2wj 必定 至 
少 有 一 个 项 , 比如 说 2 应 该 在 序列 {ps} 中 重复 无 穷 多 次 ; 于 是 对 
于 无 穷 多 个 % 我 们 都 会 有 


d(p, oy <t. 
由 此 可 见 ，G(p， 妃 0， 因 此 根据 (3.5.3), pEB=B, 从 而 


外 命题 65. 外 也 是 定理 (1.9) 与 (I.2) 的 直接 推论 
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ANBz, 与 所 设 4 和 B 不 相交 蔬 慎 。 记 以 集合 
M= {EXIInNEN SD w= ps} 
是 一 个 无 穷 集 . 
串 然 互 是 一 个 紧 致 度量 空间 ， 它 的 无 穷 点 集 履 就 应 该 有 一 
个 率 点 "EM. 因此 


Yo>0, ED Si QPp, pn) < 
但 对 于 这 样 的 标 数 "> 十, 我们 同时 还 有 


人 po gn) < Ho. 
所 以 对 于 这 样 的 4 我 们 有 
dP”, qn) <20. 
由 于 Yn, GE 如 而 o>0 是 任意 的 , 与 上 面 的 论证 相同 , 我 们 得 
到 ad(p', 太一 0, 从 而 p*EB， 由 于 了 C4，4 是 闭 集 ,因此 
EM EACA. 

这 样 一 来 , 我 们 又 得 到 4 门卫 z 久 这 是 不 可 能 的 . 

由 此 可 见 ， 交 必须 是 一 个 连通 空间 .1 

把 (5.10) 与 (2.8.2) 结 合 起 来 , 我们 就 得 到 下 面 的 

(5.11) 定理 紧 至 度量 空间 且 是 连通 的 今 Ys>0， 空 间 
芝 的 每 一 对 点 都 能 够 用 工 中 的 一 条 s- 链 连结 起 来 . 

证 明了 定理 (5.11) 以 后 , 人 们 可 能 会 这 样 猜想 : 认为 (5.11) 中 
药 条 件 也 是 完全 空间 具有 连通 性 的 充 要 条 件 ， 从 而 也 就 使 定理 
(5.11) 得 到 推广 ， 可 是 这 个 猜想 是 不 对 的 . 

例 1 欧 氏 平面 色 上 由 一 条 双 曲 线 和 它 的 渐 近 线 上 所 有 点 
组 成 的 集合 筷 ， 作 为 民 的 子 空间 是 完全 的 , 并且 满足 定理 (5.11) 
中 的 “s- 链 条 件 ”, 但 是 它 并 不 是 一 个 连通 空间 . 


3、 勒 贝 格 引 理 .函数 的 一 致 连续 性 ”在 推广 < 数学 分 析 ? 中 一 
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致 连续 性 的 报 念 之 前 ,我 们 千 证 明 下 面 的 蔓 贝 格 引 再; 它 就 其 本 身 
而 论 , 也 是 有 意义 的 ,因为 它 帮助 我 们 进一步 透 过 度量 性 质 理解 到 
紧 致 性 的 实质 . 

(5.12) 勒 贝 烙 引 理 设 ( 玉 ， 愉 是 一 个 紧 致 府 量 空间 ， 屠 
末 , 下 的 开 慨 盖 


WY {Uaesy 
习 正 数 和 AA(W9'YAC Zs. bd(A) < 3aEL,s.t. AcUs 
{5.18) 定义 勤 贝 格 引 理 全 .12) 中 的 那个 正 数 入 叫做 勒 由 


格 数 . 
因此 ， 勤 贝 格 引 理 可 以 简 述 如 下 : 紧 致 度 是 空间 的 每 个 开 覆 
盖 都 有 一 个 勒 贝 格 数 - 

勒 员 格 引 理 的 证 明 ”假定 恰恰 相反 , 导 开 的 一 个 开 覆 盖 多 
它 没 有 勒 贝 格 数 .。 设 多 = {Dajosr 于 是 YEiM， 不 是 多 的 
勤 贝 格 数 ， 因 此 


引 4hc 开 3 .8(40) < 


但 是 YaEI, 4 中 Ta。 显然 Y%，4s 关 也 所 以 习 点 各 E4a。 由 
于 度量 空间 了 是 紧 致 的 ， 因 而 根据 定理 他 .3)， 它 是 序列 式 列 紧 
的 . 于 是 及 中 的 序列 {wo} 有 一 个 子 序列 {www} 收敛 于 于 的 一 点 
sz， 既然 多 是 下 的 一 个 开 覆 辣 ， 那 就 必然 3c ET, 8. t. EU 
因为 了 一 儿 Ua 是 闭 集 , 并且 w 生 了 一 也 ， 所 以 由 定理 《3.5.3) 立 即 
推出 dlw, 了 ) >>0， 令 ed(%, 了 )， 闭 末 ， 


hEN, s, tm> 之 人 dbw, mm) < 务 - 
于 是 由 于 8(4w) < 元 ，VYE hw 总 有 
de Y) A, tn) + don 功 < 号 + 二 <a 
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这 证 明了 gy 全 五 ， 因 此 , YEAw 坟 YEUw， 帮 4.CUm， 这 与 所 
设 矛 盾 ， 了 

这 样 ,我 们 文 得 到 紧 致 度量 空间 的 如 下 判别 准则 : 

(5.14) 定理 度量 空间 及 是 紧 致 的 今 邓 是 完全 有 界 的 ， 
并 且 辽 的 每 个 开 覆 盖 都 有 一 个 勒 贝 格 数 . 

证 条 件 的 必要 性 立即 从 全 -多 及 盘 员 糙 要 理 全 .12) 看 出 ;我 
们 去 证 明 条 件 的 充分 性 ， 任 意 给 定 空间 并 的 一 个 开 覆 盖 多 一 
{Us}aer， 依 假设 覆盖 多 有 一 个 勤 贝 铬 数 和 > 0， 根据 定理 
《8.5.8), 由 于 及 是 完全 有 界 的 , 了 又 有 一 个 和 - 履 盖 (M1, Ma 
,Mo); 

FMU MU U Ms, (MO) < (Gl, 2, ~ 只 
根据 勒 贝 格 数 的 定义 ,YESE4(m), 习 mE st CE。 这样 一 
来 ,我 们 有 


=UaU UU UU 

所 以 (Um, Um ，…, Uw) 是 开 改 盖 多 的 一 个 有 限 子 和 覆盖， 既然 空 
间 工 的 任意 开 桥 盖 都 有 一 个 有 限 子 覆盖 , 因而 空间 且 是 紧 致 的 . 
条 件 的 充分 性 就 证 明了 , ] 

(5.15) 系 完全 有 界 空间 三 是 完全 的 信守 的 每 个 开 柳 盖 
都 有 一 个 勒 贝 格 数 . 

证 这 是 定理 全 .14) 与 全 ,只 的 直接 推论 . 了 

我 们 现在 把 < 数学 分 析 > 中 众所周知 的 函数 的 一 臻 连续 性 推广 
到 度量 空间 中 去 、 

6.16) 定义 设 (了 Y, 起 与 (Y， 扑 是 两 个 任意 给 定 的 度量 
空间 ,又 f: 卫 ~> 了 如果 8>0, 38>0, g. 4. 

8’, 2 ERAdY, wo < fe), Fo")) <e, 

那 末 , 我们 就 说 , 函数 是 一 致 连 续 的 、 

与 命题 导 .5.8) 作 一 比较 ,我 们 立即 看 出 ， 
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(6.17) 内 是 一 致 连续 的 画 数 必然 达 线 . 

命题 (5.17) 的 道 命 是 不 真 ， 这 已 是 在 < 数学 分 析 * 中 为 人 们 所 
妆 知 的 事实 ， 而 < 数学 分 析 中 关于 一 致 连 续 性 的 著名 定理 则 可 以 
推广 如 下 

(56.18) 定理 “如果 了 是 紧 政 度量 空间 ( 工 ， 四 到 度量 室 间 
(7, g) 内 的 一 个 连续 函数 , 那 末 , 了 必然 -- 致 连续 

证 “因为 函 教 了 在 空间 耳 的 各 点 处 连续 , 所 以 

YoE XHAVe>0, 38:>0, 9- 


2 EB(s, 6 (Ff (8), 了 7)) < 车. 
令 NW 一 {B(w, 80)}sexs 则 VY 是 紧 致 度量 空间 下 的 一 个 开 覆 盖 ， 
根据 勒 贝 格 引 理 二 .12), 开 和 覆盖 名 有 一 个 勒 贝 格 数 83>0, s. 
VY (0, 0") ERXE,s. dw’, W') < JwETR, st 
w EBs, ao) A2" EB(, 62). 


于 是 
Go fo) EL Fo), GT AD) 


5 已 
< 向 + 和 一 s. 


因此 了 是 一 致 连续 的 . 了 

不 引用 勒 贝 格 引 型 ,定理 性 .18) 也 可 以 得 到 证 明 . 

定理 (5.18) 的 另 一 证 朋 * 假定 恰恰 相反 , 了 不 是 一 致 连续 的 ， 那 末 , 就 
应 该 

3e>D, at Vn N, 3xn€ X, yn€ IX, 8. 8 
ae yo) < 
但 是 却 有 dK 了 Ces}，f(yn)) 之 8。 因为 卫 是 一 个 紧 致 度量 空间 ， 所 以 序列 
{mm} 有 一 个 子 序列 fx} 收 化 于 六 的 一 点 所 
lm sews 
其 中 VEEN, vk) € N, 并 且 v(%) 是 一 个 严 焙 递增 数列 ， 了 既然 
» 208 。 


Ce Ye) Sdls, se) 4 ducry Yes) 
南 ” 
而 且 加 二 和 se ao)r0 
那 末 , 我 们 就 应 该 有 

各 ao gad) =0, WT 和 so=s- 
由 于 了 的 连续 性 , 根据 定理 翁 .3.77, 我 们 有 有 

bm fos00) = F090) =lim fC yon), 
因此 名 本 joy Fo)=0. 
如 这 与 Ve NN, 


<al®, wea) + 


Bf lst), Fynm)) >8 
这 一 事实 矛盾 . 了 


六 、 欧 氏 空 闪 蛙 的 紧 致 集 与 紧 致 空 
各 上 的 连续 实 值 孟 数 


本 带 的 目的 是 把 以 上 各 节 记述 紧 致 性 的 一 般 理论 岂 用 到 欧 氏 
空间 ， 并 着 重 应 用 到 紧 致 空 馈 或 紧 殖 集 上 的 连续 实 什 画 数 上 去 ， 
为 此 ,我 们 得 首先 深 清 楚 欧 氏 空 间 里 紧 至 集 的 特征 。 

《6.1 定理 锋 路 记名 同安 的 点 佘 4 是 紧 到 的 扩 4 天 
外 的 有 并 闭 集 . 
证 “由 于 多 是 一 个 度 量 空间 ， 这 个 定理 是 很 明显 的 。 事实 

上 ， 条 件 的 必要 恰 直 接 由 (5.6) 的 系 必 .7) 大 映 。 猎 然 在 例 ( 二 )9 
中 我 们 已 经 证 喝 氏 是 一 个 完全 空间 ， 又 在 例 (三 ) 塌 中 证 明了 
Re* 的 任何 有 界 集 都 是 完全 有 办 的 , 那 赤 , 条 性 的 充分 性 就 直 拉 由 
(66.8) 推出 . 3 

特别 地 ， 实 直线 RR 的 点 焦 4 扰 电 致 的 信和 4 是 的 有 界 网 

和 


。209 。 


在 例 2 中 , 当 我 们 证 明 有 界 针 区 间 [w， 刀 是 紧 致 集 时 ,是 在 承 
认 “ 有 限 覆 差 定理 ”为 已 知 的 情形 下 进行 推理 的 ， 现 在 这 一 事实 已 
变 得 很 明显 , 并 且 不 需要 承认 “有 限 材 靖 定理 ”为 已 知 , 因为 任何 有 
界 闭 区 间 都 是 实 直线 民 的 有 界 闭 集 . 

有 限 覆 莹 定理 的 一 般 形 式 可 表述 如 下 : 

(6.2) 海 纳 - 波 营 尔 -其 贝 格 定理 ”如 果 一 个 % 维 长 方 体 被 
住 向 一 族 n 维 开 长 方 体 所 覆 商 ， 则 这 个 覆盖 有 一 个 有 限于 覆盖 . 

证 任何 ” 维 长 方 体 都 是 ” 维 欧 锋 空 间 氏 的 有 界 闭 集 , 因 
此 根据 定理 (6. 思 ,凡是 m 维 长 方 体 (包括 mm 维 立方 体 在 内 ) 都 是 
队 的 紧 致 集 , 又 任何 ” 维 开 长 方 体 都 是 R* 的 开 集 ， 于 是 根据 紧 
致 集 的 定义 , 定理 得 证 . 了 

定理 (6.2) 中 被 覆盖 的 点 集 是 一 个 “% 维 长 方 体 ”的 要 求 过 于 
强 了 一 些 , 只 须 代 之 以 民 中 的 任何 有 界 闭 集 就 行 了 。 这 样 一 来 ， 
定理 (6.2) 就 得 到 了 推广 

我 们 只 须 用 不 多 的 几 句 话 就 可 以 给 古典 < 数学 分 析 ? 中 著名 的 
波 尔 察 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 的 “到 点 原则 ”以 一 个 清晰 而 严格 的 证 
明 . 


(6.3)” 波 尔 察 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 。n 维 欧 近 空间 民 中 
的 任何 无 窃 有 界 集 必定 至 少 有 一 个 良 点 . 

证 令 4 为 外 中 的 一 个 随意 的 有 界 无 穷 集 ， 那 末 ， 因 为 4 
是 一 个 有 界 集 ， 所 以 习 维 立方 体 @m sg 二 4cQ@" 根据 (6.1)， 
名 是 紧 致 的 , 因而 是 列 紧 的 ， 记 以 @ 的 无 穷 子 集 和 4 有 一 个 来 点 
2E@， 而 点 2 也 是 鲜 中 点 集 4 的 一 个 聚 点 . 于 

现在 让 我 们 去 推广 古典 < 数学 分 析 ? 中 著名 的 维尔 斯 特 拉 斯 极 
值 定理 .为 此 , 让 我 们 先 证 明 下 而 的 

(6. 和 四 引 理 如 果实 直线 民 的 非 空 闭 集 4 有 上 (下 ) 界 , 又 


全 
.3210。 


4=smp A =inf 4), 

则 EA(EA). 

证 设 4 是 民 的 有 上 界 的 非 空 闭 集 ， 众所周知 , 39sap 4 一 
此 EGR， 令 辽 为 包含 上 的 民 的 任意 开 集 ， 那 末 , 习 m DER a<b, 
g.b. 

pwEleg, BLEU. 

因为 g<p, p=sup 4, 所 以 cE€E4,8. 蒜 4<eew， 由 此 可 见 , cE 
]@ 28[I 4 放 品 站 4#G， 既 然 色 含 点 所 的 任何 开 集 UU 都 与 4 相 
交 ， 因 此 根据 定理 疆 .4, 辐 , wE€ 亏 ， 因 为 4 是 闭 集 ,所 以 从 定理 
民 .4.6) 奢 出 ,万 一 4, 从 而 有 jE 和 4 

同 理 可 证 , 当 非 空 闭 集 4 有 下 界 时 , 则 inf 4 一 ME 4. 了 

个 ,号 “定理 如 果 王 是 一 个 紧 致 空间 ,又 /是 卫 上 的 连续 
实 信 画 数 , 则 了 是 空间 了 上 的 有 界 函 数 ,并且 了 在 五 中 达到 它 的 
上 、 下 确 界 @ 至 少 和 名 一 次 。 

证 从 定理 疆 -10) 看 出 , 7 和 ) 是 实 直线 民 的 一 个 非 空 紧 致 
集 ， 于 是 根据 定理 (6.), F(X) 是 民 的 一 个 非 空 有 界 闭 集 ， 因 
此 了 是 空间 之 上 的 一 个 有 界 函 数 ， 令 

和 一 让 fyGe) —intf (X), 
上 一 到 是 7 Co) =—supf (XT): 
那 末 , 由 引 理 (6, 和 看 出 , 和 E 7 三 )， jwEf( 且 )， 所 以 
3mERNImETIS LO) NN Fm) = p. 1 

星 而 易 见 ， 定 理 (6. 同 证 明 中 的 义 与 和 分别 是 函数 了 在 天 上 
记 取 到 的 最 大 值 与 最 小 信 ， 因 此 定理 (6. 梧 又 可 以 表述 如 下 : 

在 紧 致 空间 上 连续 的 实 信 郴 数 必 然 有 界 ， 六 旦 有 最 大 值 与 最 
小 值 . 


人 @ 关于 函数 的 有 界 性 及 其 .F、 下 确 界 的 定义 ,请 参阅 第 三 章 \ 第 五 节 的 款 二 
2TI 


这 样 -一 来 ， 古 典 分 析 中 的 维尔 斯 特 拉 斯 极 值 定理 就 成 了 定理 
(6. 怠 的 特例 . 

(6.6) 维尔 斯 特 拉 斯 极 值 定理 。 设 了 是" 维 欧 撕 空间 民 中 
的 一 个 任意 有 界 闭 区 域 (特别 地 , DD 可 以 是 一 个 % 维 长 方 体 )、 屠 
末 ， 在 DD 上 连续 的 每 个 实 信函 数 都 是 有 界 的 ,并 且 有 景 大 值 与 最 
小 值 . 

证 因为 思 是 2 的 紧 致 子 空间 ,所 以 这 是 定理 (6. 四 的 直接 
推论 .】 

在 定理 (6. 的 中 卫 为 "区域 "的 条 件 显然 是 多 余 的 ， 因 为 定理 
(6. 四 及 (6.6) 的 成 立 , 只 用 到 了 空间 的 紧 致 性 与 函数 的 连续 性 , 而 
与 连通 性 毫 无 关联 ， 去 掉 多 余 的 条 件 , 定理 (6.6) 可 以 表述 为 如 下 
的 较 强 形式 : 

(6.7) 在 ^ 维 欧 氏 空间 R* 中 ， 任 意 非 空 有 界 闭 代 上 连续 的 
每 个 实 信 画 数 都 是 有 办 函数 ， 并 内 在 这 个 有 界 闭 集 里 达 到 函数 的 
上 、 下 确 界 至 少 各 一 次 . 

把 定理 (5.18) 应 用 到 Re 中 的 紧 致 集 上 的 连续 实 值 函 数 去 , 我 
们 得 到 

(6.8) 在 % 维 网 氏 空 间 RR" 中， 任意 非 空 有 界 闭 集 4 上 活 续 
的 每 个 实 值 函数 都 是 一 歌 连 续 的 、 

特别 地 , (6.8) 中 的 有 措 闭 集 4 可 以 是 一 个 有 界 闭 区 域 ， 于 是 
就 得 到 古典 分 析 中 人 所 周知 的 定 再. 

我 们 知道 ,对 于 任意 的 度量 空间 ( 且 , 4), & 是 积 空间 也 Xx 子 
上 的 连续 实 亿 函数 ; 如 果 在 了 中 任意 固定 一 点 m, 则 YoE 耳 , 令 
du:oa(oo 2), 如 此 , ds 是 下 上 的 连续 实 值 函 数 ， 如 果 (4, oi) 
是 (ZX, 内 的 子 空间 , 为 了 方便 计 , 4 在 4x 4 上 的 限制 噶 仍 将 写 
成 纪 吧 在 4 上 的 限制 ds|4 仍 将 写成 d.; 如 此 , 则 5 在 积 空间 
4x 4 上 连续 ,又 dc, 在 4 上 连续 . 


212. 


把 定理 (6. 钻 应 用 到 度量 空间 ( 叉 , 办 的 非 空 紧 致 集 4 及 距离 
函数 上 以 及 由 它 派生 的 函数 &e, 上 去 , 我 们 得 到 下 列 各 命题 . 

《6.9) 如 果 和 4 是 度量 空间 (有 ,中 的 任 一 非 空 紧 致 集 ， 
又 ?是 空间 王 的 任意 点 , 则 3yE 43， 

do WD =a(o, 4). 

证 这 是 定义 (3.5.2) 及 定理 (6.5) 的 直接 推论 ， 1 

当空 间 对 一 R" 时 , 则 命题 (6.9) 的 条 件 可 以 削弱 . 

(6.10) 如 果 和 4 是 n 维 欧 氏 空间 (R"， 愉 的 任 一 非 空 逆 集 ， 
又 2 是 空间 中 的 任意 点 , 则 习 gE43。 

dl%, Yy) -de, 4). 

证 由 于 4¥% 取 6>0 充分 大 ,可 使 Blw, B) 几 4# 这 里 
的 Blw, 是 以 x 为 中 心 、 8 为 半径 的 妇 中 的 开 球 ， 令 B(w, 56) 
表示 Bl%, 6) 的 闭 包 ， 并 令 Br 一 B(%, 5) 4 则 * 显然 是 Rr 中 
的 一 个 有 界 闲 集 ,于 是 根据 定理 (6. 耻 ，B" 是 展 的 一 个 紧 致 集 , 而 
且 B'¥8， 这 样 ,根据 命题 (6.9) 

3YyEB,, st dw, y) dw, B'). 

显而易见 Go BY daly, A MyEA. 1 

命题 (6.10) 之 所 以 能 够 成 立 ， 是 由 于 维 欧 氏 空 间 的 完全 性 
以 及 它 的 任何 有 和 界 子 集 都 具有 完全 有 界 性 的 这 两 个 性 质 起 着 决定 
性 作用 ， 杰 使 (6.9) 中 紧 致 性 的 条 件 能 作 稍 命题 (6.10) 那 祥 的 削 
弱 , 这 两 个 性 质 是 缺 一 不 可 的 

例 芭 令 o 5ER, oa< 并 令 

A=18, -eol 了 =] 一 co oJ], 五 =ALlB. 

如 果 把 了 看 成 实 直 线 民 的 度量 子 空间 ， 则 4 是 空 河 于 的 闭 集 ， 
又 


auE€ TF, dla, A)=b—a,. 
但 是 ~'3s€A3 de, w) ~b—a, 
213。 


我 们 看 到 ， 虽 然 了 的 每 个 有 界 子 集 都 是 完全 有 界 的 ， 但 它 不 是 完 
全 的 . 

现在 让 我 们 来 看 下 面 的 例子 : 

例 玛 我 们 定义 希 尔 伯 特 空间 互 " 的 子 集 4 如 下 ， 


4- {om fai}yen EA®| (YnEN, op ~— 3+) A (VEENS: 


bh¥%, w=—0)}. 
那 末 , 4 显然 是 希 尔 伯 特 空间 瑟 " 的 一 个 有 界 闭 集 ， 事 实 上 上 , 4 
是 有 界 的 ,是 因为 Y(em， zw) E 4X 4, 总 有 

do, wm) <2V3, 
于 是 4 的 直径 
8(4) <2VF. 
它 之 所 以 是 闭 的 , 是 因为 
VC wv EAX A mR» 

总 有 dv, 1)> VT, 
从 而 YzE 五 " 车 取 

v3 


0<e< 


则 五” 中 以 w 为 中 心 、 为 半径 的 开 球 B(w, a) 不 能 包含 4 中 多 
于 一 个 以 上 的 点 ;由于 豆 " 是 一 个 四 空间 ， 因 而 4 一 乓 于 是 4 
是 半 的 ， 试 看 五 " 的 原点 O= (0 0 …, 0 …) 到 点 集 4 的 距离 
d(0, 4). 因为 

Vm d(O, am) -> 
又 lm d(0, wm) =1, 
所以 4(0, 4) 1， 但 不 等 式 4(0, wm)>1 说 明 

~ :IvEAd, 8. t, dO, o) =1. 
我 们 看 到 ，H* 虽然 是 一 个 完全 空间 , 可 是 它 的 有 界 子 集 并 不 都 是 
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完全 有 界 的 ， 例 如 4 就 是 互 "的 一 个 有 办 而 非 完全 有 界 的 子 
集 . 
下 面 命题 的 真实 性 是 显而易见 的 ， 
(6.11) 如 果 4 与 如 都 是 度量 空间 工 的 非 空 紧 致 集 , 则 
aorE ANIYEB, 9, t. dw, DW=d(A, B). 
证 这 是 因为 , 根据 吉 洪 诺 夫 定理 2. 了 ,4xB 是 紧 臻 的 ,又 
距离 沙 数 6 在 4xB 上 连续 . 了 
读者 想必 已 经 发 现 , (6.9) 可 以 看 成 是 (6.11) 的 一 个 特例 ， 这 
蚌 因 为 任何 单 点 集 4= {2} 都 是 空间 对 的 非 空 紧 致 集 ; 在 此 情形 
下 
G(4 B)—dle, B). 
(6.12) 如 果 和 4 与 都 是 度量 空间 三 的 非 空 紧 致 镶 ， 并 且 
ANB=$, 


网 9C4, B)>0, 
证 根据 (6.11) 
3sEANAIYEB, st do y=d(4, B). 
但 是 wy( 因 为 4B 一 仿 ， 所 以 
a(4 B)>0. 3 
命题 (6.12) 可 以 表述 为 它 的 逆 否 形式 : 
如 果 4 与 B 都 入 度量 空 他 工 的 非 袍 紧 致 集 ， 闪 有 d(4，B) 
0, 则 4nBz8 
如 果 度量 空间 工 一 Ro, 刚 命题 (6.11) 中 关于 紧 到 从 的 条 体 可 
以 适当 和 前导. 
卫 是 印 的 一 个 非 灾 闻 结 于 未 ,xzE 4 EB 
2 Wa(4, DB). 
1 2 态 ， 


命题 (6.18) 的 证 明 在 < 实 变 函数 论 > 的 教科 书 @ 中 可 以 找到 ， 
故 从 咯 ， 
显而易见 , 在 欧 氏 空间 中 ,在 命题 (6.18) 的 同样 条 件 下 可 得 出 
结论 ， 
4nB=-8 -6G04 PB>0. 
但 是 不 难看 出 ， 即 使 是 在 欧 氏 空间 中 , 当 4 与 召 只 假定 为 不 相交 
的 非 空间 集 时 , 这 个 结论 不 必 成 立 。 


例 15 以 4 者 示 平面 到 上 并 以 4 二 为 其 方程 的 双 曲 线 ， 


4-{@ We rlsz0Ag ~} 
并 令 卫 起 未 = 轴 : 
-1 人 9 Emly~0). 
那 未 , 众所周知 , 4 与 瑟 都 尾 权 的 非 空间 集 , 并 且 4nB-~ 龟 但 
是 d(4, 可 一 0 
此 外 ,6.1 中 紧 爽 集 " 这 一 条 件 不 能 前 允 为 "有 措 闭 集 ”， 即 
使 度量 灾 问 了 是 完全 的 、 
全 18 取 例 1 中 定义 的 希 尔 伯 特 空间 豆 " 的 子 集 4 及 例 
全 ) 芭 的 互 "的 子 集 下 作为 且 
B~ {ym {hren ElGym YP A (VES 
hz gr—0)}, 
由 因为 Ele, y®) ~ > Ow»00), 
于 以 d(4， 刀 一 0; 但 是 ANB~9. 于 此 ,4 与 万 都 是 卫 * 的 有 
界 闭 集 
下 面 的 命题 也 是 定理 (6. 本 在 度量 空间 中 的 一 个 应 用 . 
全 例如 可 参考 了. I. 那 汤 松 著 ， 徐 瑞 云 译 :< 实 变通 数论 ? (修订 本 ) 上 洪 , 高 等 教 
育 出 版 福 (或 人 民 教 育 出 版 社 }, 1958 年 新 2 版 ,第 二 章 ,§4, 第 44 一 上 页、 
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(6.14) ”如果 4 是 度 景 空间 (了 了， 内 的 一 个 非 空 紧 致 集 ， 风 
ac 从 E4 Fas, P=6(A. 

证 这 是 因为 , & 是 积 空间 互 x 了 的 紧 致 集 妈 Xx4 上 的 连续 
实 值 函数 . 了 

最 后 我 们 去 证 明 下 面 的 命题 ， 它 从 某 种 意义 上 来 说 , 是 (6. 
药 一 个 推广 . 

(6.15) ”如 果 4 是 拓扑 空间 并 的 一 个 非 空 紧 致 集 ， 又 了 是 
么 到 度量 空间 (了 ,国内 的 一 个 连续 项 数 , 则 函数 是 有 界 的 , 并且 
ws wa) EAX AD: 

df lon, fa) 一 50. 

证 根据 定理 以 .10), (4) 是 度量 空间 了 的 非 空 紧 致 集 , 因 
此 ,根据 人 5.7)，f( 滑 在 空间 了 中 是 有 界 的 ， 也 就 是 说 ,函数 了 的 
直径 


SC 一 SC)< 二 ce. 
于 是 根据 定义 (8.5,10), 了 是 一 个 有 界 函 数 ， 又 了 ( 少 既 然 是 空间 
了 的 非 空 紧 致 集 , 根据 (6.14), 那 就 必须 
ay Yo) EF A) KF CA), 8. t. dg Yo) =8(N), 


(gs Yo) EF (A) Xf (A It, oo EAXA,s. 二 . 


了 (GD 一 凡人 oa) ~ yo. 
因此 


3(%, ma) EAXA, af Af em), co) 一 5( 轧 . 1 
附 言 许多 作者 把 紧 致 度量 空间 称 为 紧 致 统 (compactum)， 
并 把 连通 的 紧 致 统称 为 连续 统 (continunrm). 


习 是 


I. 证 明 下 判 各 命题 : 
I 如果 {Es}oer 是 空间 之 的 一 族 紧 致 集 , 则 门 eez Fe 是 紧 致 的 
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2. 在 任何 拓扑 空间 中 ,有限 个 紧 致 集 的 并 集 是 紧 致 的 . 
3， 空 间 之 为 紧 致 , 列 紧 、 覆 盖 式 列 紧 与 序列 式 列 紧 的 性 质 都 是 拓扑 幅 
质 . 
4， 空间 的 局 部 紧 致 性 是 一 个 拓扑 性 质 . 
5. 如 果 蕊 是 满足 公理 41 的 列 紧 2 空间 ， 又 了 是 马 到 拓扑 空间 了 
内 的 一 个 (连续 > 映射, 则 7 (2 是 空间 了 的 列 紧 集 . 
6.， 如 果 了 是 满足 公理 4s 的 列 紧 ZT1 空间 到 7, 空 他 了 上 的 连续 双 
一 一 函数 , 则 了 是 空间 了 到 空间 了 上 的 一 个 同 胚 . 
7. 如 果 女 是 度量 空间 五 的 紧 致 集 ， 又 品 了 4 是 对 的 一 个 开 集 ， 则 
3e>0, st. rE A>Br, 8) CTU, 
38. 希 尔 伯 特 空间 了 H* 不 是 局 部 紧 致 的 . 
9. 设 卫 是 一 个 紧 致 空间 , 又 (了 , 习 是 一 个 完全 空间 , 令 
TY 一 {f:ZX> 了 |f 连续 }， 
并 令 pO, 0) ~sup CC go)). 
那 未 ，Pp 是 YY 上 的 一 个 度量 ， 并 且 度 量 空 间 (Y™, P) 是 完全 的 . 
10. 每 个 局 部 紧 致 的 度量 空间 都 是 局 部 完全 的 《局 部 完全 性 的 定义 见 
习题 (二 )VI”). 
11. 如 果 碌 是 度量 空间 (ZX, 四 的 非 室 紧 致 集 ， 则 YBCZ，B 到 多 
3a€ A3:a(d, 如) 一 Ca BY. 
开 . 回答 下 列 各 问题 , 无 论 肯 定 的 或 否定 的 答案 都 应 该 说 明 理由 或 举 


1. 令 4- 匡 nm < 时 


作为 实 直 线 R 的 点 集 ，44 是 否 紧 吾 的 ? 又 4U {0} 是 否 紧 致 的 ? 

2. 拓扑 空间 中 无 穷 多 个 紧 致 集 的 并 集 必须 是 紧 致 的 玛 ? 

3 列 紧 空间 的 过 续 妆 是 否 必 须 是 列 紧 的 ? 

4. 局 部 完全 空间 是 否 都 是 局 部 紧 致 的 ? 

IIL. 设 开 是 一 个 拓扑 空间 , 攻防。 如 果 并 的 每 个 无 穷 子 集 都 至 少 有 

一 个 育 点 (不 必 属 于 四 )， 则 焉 称 为 空间 了 的 条 件 列 紧 集 (conditionally 
eompact set)， 试 证 ; 

I 条件 列 紧 集 的 任何 子 集 部 是 条 件 列 紧 的 。 

3. 有 限 多 个 条 件 列 紧 集 的 并 集 是 条 件 列 紧 的 。 
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3. 每 个 列 紧 集 是 条 御 列 紧 的 , 因此 每 个 紧 致 集 是 条 件 列 紧 的 
4. 如 果 并 是 满足 公理 4s 的 宕 空间 ,又 形 是 它 的 一 个 条 件 列 紧 闭 
集 , 则 到 是 紧 致 的 . 
IY .对 于 度量 空间 , 我 们 给 出 下 面 的 
公 还 B。 每 个 有 界 集 都 是 完全 有 界 的 . 
试 给 出 满足 与 不 满足 公理 B, 的 度量 空间 各 二 例 - 
定义 ”如果 度量 空间 互 的 韭 空子 集 4 作为 空间 互 的 度量 子 空 间 满 足 
公理 吾 则 万 称 为 空间 卫 的 一 个 召 , - 集 . 
我 们 约定 ， 空 集 是 任何 度 轰 空间 的 Bw- 集 . 
以 下 我 们 提 到 空间 卫 时 ,总 指 的 任意 给 定 的 一 个 度 晤 空间 (ZX, 4)， 
求证 下 列 各 命题 : 
填空 间 马 欧 召 *- 集 的 任何 子 集 都 是 Be- 集 , 从 而 满足 公理 如 的 空 
闻 的 任何 点 集 都 是 妃 e- 集 . 
3. 如 果 人 4 是 空间 开 的 一 个 Bor- 集 , 则 它 的 闵 包 气 也 是 一 个 了 3v- 集 . 
3. 凡 空 间 民 的 紧 致 集 都 是 Bs- 集 ， 从 而 凡 紧 致 统 的 点 集 都 是 
了 3e- 集 , 
4. 如 果 空 间 叉 满 足 公理 Be, 则 空间 有 是 可 分 的 
总 有 界 空间 民 满 足 公 吾 她。 * 空间 六 与 菜 一 紧 至 统 的 一 个 子 空间 
等 下 
6. 在 满足 公理 如 。 的 空间 并 中 ， 点 集 妈 是 紧 致 的 号 和 4 是 有 界 的 完 
全 集 . 
7. 在 满足 公理 3。 的 完全 空间 卫 中 ， 点 集 44 是 紧 致 的 4 是 空间 
工 的 有 界 闭 党 
8.， 设 空间 开 满 足 公理 3s， 那 末 , 是 局 部 紧 吾 的 多 开 是 局 部 完全 
的 . 
9. 空间 际 是 完全 的 并 且 满 足 公理 Bs 全 空间 对 的 每 个 有 界 集 部 是 
条 件 列 紧 的 。 
10. 如 果 空 间 且 满 足 公理 刀 。， 那 末 ， 对 于 空间 隐约 任何 非 空 有 界 完 
全 集 4 以 及 总 的 任何 非 空 完全 集 吾 3 x€ 4, ye B, 8.t. 
dal, =ald, B). 
我 们 称 习 题 10 中 命题 的 结论 为 
公理 马 ”对 于 度量 空间 有 的 任何 非 空 有 界 完全 集 妈 以 及 开 的 任何 非 
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空 完 全 集 B, 3zE 4, y€ B, sf 
dls, DW =a(4d, B). 
于 是 习题 10 中 的 命题 可 以 简单 地 表述 为 : 对 于 任意 的 度量 空间 及, 公 
理 Be 一 公理 也. 
并 . 如 果 度 最 空间 蕊 满足 公理 Bs, 那 示 ,点 集 卫 的 导 集 XX 必须 是 一 
个 Bu- 集 ， 特 别 地 , 当 及 是 一 个 完备 空 间 时 , 即 当 XX 一筹 时 , 公 
理 部 一 公理 已 。。 因此 , 对 于 完 各 的 度量 空间 X, 公理 了 se 公 
理 名. 
试 举例 说 明 ， 对 于 一 个 随意 的 度量 空间 X, 公理 名 史 公理 Bs， 从 而 知 
道 公理 召 。 强 于 公理 如 
V", 设 了 与 了 是 两 个 随意 的 拓扑 空间 ,又 记号 政 的 意义 与 习题 
I 9 相同 ,并 设 4CX, BC 而 令 
(4; B={fE YF cB}, 
则 4cCX, BCY, 我 们 有 (4; BCYx， 令 
> 一 (BB Gc 下 | 卫 是 三 的 紧 致 集 人 G 是 了 的 开 集 }， 
那 末 , 由 儿 所 生成 的 拓扑 、 即 以 为 亚 基 的 拓扑 叫做 YY 上 的 紧 开 拓扑， 
拓扑 空间 (7) 岂 做 一 个 沙 数 空间 。 当 我 们 提 到 函数 空间 了 x 时 ,并 的 就 
是 空间 (Y®, 2 。 
试 证 
1. 如 果 了 是 一 个 豪 斯 道夫 空间 ， 则 函数 空间 ZY 也 是 一 个 豪 斯 道夫 
空间 , . 
2. 如 果 羡 是 一 个 满足 公理 4s 的 紧 臻 豪 斯 道夫 空间 , 又 了 也 满足 公 
理 4 则 函数 空间 了 7 必须 满足 公理 4s. 
， 如 果 羡 是 由 两 个 点 组 成 的 离散 空间 , 那 末 函 数 空间 Y* 必 了 x 了 了 , 
， 了 总 能 被 同 且 地 映射 到 函数 空间 YX 内 。 
如 果 了 是 了 空间 , 则 空间 zx 也 是 Ti 空间 . 
， 术 数 空间 [0, 1Jm' 习 不 是 紧 致 的 ， 因 此 当 环 与 了 都 是 满足 公理 
4 的 紧 致 豪 斯 道夫 空间 时 ，Y 不 必 是 紧 致 的 . 
了 ,如 果 室 间 也 是 紧 致 的 , 又 了 可 以 用 工 上 的 距离 函数 4 度量 化 , 则 
函数 空间 YY 一 定 能 用 习题 I 9 中 的 度量 p 度 量化 ， 由 此 可 见 ， 
习题 了 9 中 由 度量 p 所 导致 的 拓扑 就 是 zx 上 的 紧 开 拓 提 。 


名 加 由 
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第 五 意 正则 性 与 正规 性 .度量 化 定理 


满足 了 分 离 公 理 和 可 数 性 公理 的 拓扑 空间 ， 昌 然 已 经 在 一 定 
程度 上 反映 了 人 们 所 狼 知 的 那些 空间 形式 ,但 仅仅 这 些 公理 , 却 还 
不 足以 保证 拓扑 空间 具有 更 丰富 的 寻常 空间 所 应 具有 的 许多 性 
质 , 比如 说 , 它们 就 不 足以 保证 拓扑 空间 具有 度量 的 性 质 ， 由 于 这 
个 缘故 ,我 们 还 必须 给 拓扑 空间 以 更 进一步 的 限制 。 这 样 ,空间 的 
“正则 性 ”与 “正规 性 ”这 两 个 妇 念 的 引入 就 成 为 必要 的 了 ， 因 为 它 
们 和 两 点 之 间 的 距离 这 一 概念 有 着 密切 联系 . 

本 章 的 重点 是 第 三 节 中 的 乌 里 松 (ypaeog) 引 理 与 铁 策 
《Tietze) 关于 连续 实 值 函 数 的 开拓 定理 , 以 及 第 五 节 中 的 乌 里 松 度 
量化 定理 外. 


一 ,正则 空间 


1. 定义 及 举例 在 第 三 章 中 引入 的 三 个 分 离 公理 有 一 个 共 
间 的 性 质 , 那 就 是 用 一 个 或 两 个 点 的 邻 域 去 分 离 两 个 点 。 在 这 一 
节 里 即将 引入 的 分 离 公理 将 用 点 与 "点 集 的 ” 邻 域 去 分 离 点 与 不 包 
含 这 个 点 的 点 集 . 因此 有 必要 先 引入 “点 集 的 邻 域 " 的 丢 念 . 
QL,1) 定义 设 4 与 亚 是 拓扑 空间 (人 ,22 ) 的 任意 两 个 点 
集 , st 4CV. 如 果 3UEF3. 
AcUCV, 
名 乌 里 松 的 尊 量 化 定 还 或 戏 入 定理 ， 员 然 只 给 出 了 拓扑 空间 可 漂 量 化 的 充分 条 
件 ， 但 迄今 仍 被 认为 是 一 个 令 人 较为 满意 的 结果 。 至 于 折 扑 空间 可 麻 重 化 的 完 要 条 


件 ， 可 参阅 : 1) 关 膏 直 ,< 拓扑 空间 概论 ?>， 科 学 出 版 社 , 1958 年 ; 2) 了. 工 , Kelley, 
General Topulogy, 
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则 亚 称 为 点 集 4 的 一 个 邻 域 . 

显然 ,空间 下 中 每 个 包含 点 集 4 的 开 集 都 是 4 的 邻 域 ,这 祥 
的 邻 域 称 为 4 的 开 邻 域 . 

这 样 一 来 , 六 是 单元 集 多 的 邻 域 今 亚 是 点 的 邻 域 . 

正则 空间 的 定义 可 表述 如 下 : 

《1.2) 定义 ”满足 下 列 公 再 的 任何 拓扑 室 问 都 叫做 正则 空 
间 ， 

维 多 里 斯 (Vietories) 公理 ”对 于 任 一 点 2 与 不 包 食 点 & 的 任 

一 六 集 了 了 , 总 在 在 点 < 的 一 个 邻 域 芭 与 财 集 卫 的 一 个 邻 域 Z2 合 
愉 太 0 及 -外 

维 多 里 斯 公理 又 称 为 第 三 分 离 公 理 或 公理 Ta; 任何 正则 
于 空间 又 叫做 空间. 

显而易见 : 

人 .3) 室 风 三 是 正则 的 人 YoE 人 YZ 的 闲 集 也 为 w 二 
点 2 的 开 邻 城 吕 及 也 的 开 邻 域 Us8. tb. UN Us 一 pp. 

(1. 和 ”每 个 2 空间 部 必然 是 一 个 Ta 室 问 . 

命题 (L. 分 的 逆 命 题 不 成 立 ; 并 不 是 每 个 Za 空间 也 都 是 Ts 空 


疝 ， 
例 1 试看 实数 系 R 的 二 次 箔 卡尔 积 RxXR~=R*。 


Vp= (ww 5) ER®, 
定义 集合 Z 如 下 : 
Ls~{(%, ER |s =a A (%, W tp}. 
YrER, r>0, 令 


Up, ?~ Bp, 7) —L,, 


全 在 正则 空间 与 Ts 空间 的 定义 方面 文献 上 常常 不 同 ， 其 至 有 将 这 两 类 空间 的 
定义 论 与 我 们 这 里 的 定义 对 换 的 , 请 读者 注意 | 下 一 - 节 中 关于 正规 与 T4 空间 的 定义 也 
有 类 似 情形 。 
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其 中 8(p, 人 是 欧 氏 坐标 平面 名 上 的 开 球 ( 即 开 回 )， 我 们 看 出 ， 
由 于 2 年， 每 个 人 7?) 都 包含 p， 令 
B=-{U(p, 7) IpERAr>O0}, 
并 用 多 表示 以 多 为 基 的 Rr 上 的 拓扑 ， 于 是 得 到 一 个 拓扑 空间 
(BR, F). 
不 难看 出 , (R?, .) 是 一 个 Ts 空间. 事实 上 , 如 果 P 与 办 是 
空间 (Re, 多 ) 的 两 个 不 同 的 点 , 并且 令 


1 
?于 AD, 9)， 


其 中 @ 玫 示 权 上 的 欧 氏 庆 量 , 则 UCp, 7) 与 Up 7) 分 别 是 空间 
(Re, 少 ) 中 点 与 点 玫 的 邻 域 ,并 且 
(2 ) NU Cp, =H. 
但 是 空间 (R*, . ) 不 是 正则 的 .事实 上 , 如果 令 
F=%U(y, ), 
则 也 是 空间 (R?, 多 ) 的 闭 集 ,并 且 p 和 了. 设 玉 是 卫 的 任意 开 邻 
域 ,并且 任意 取 一 个 UCp, 7)。 那 末 , 不 论 正 实数 怎 祥 小 , 总 有 
B(p, 7) NN Ly. 
令 9EB(p, ?Lo: 则 gEF, 因此 gEV， 于 是 37"ER, 7">> 
0, s. t. Ug, r") CT 
显而易见 ， UCg, r) NUD, rE 
因此 ， VNUCp, 7)#F. 
但 是 任何 包含 点 Dp 的 开 集 必 须 包含 一 个 UCp, ")， 这 样 一 来 ， 
点 的 任何 开 邻 域 必 须 与 团 集 了 的 任意 开 邻 域 相 交 ， 记 以 空间 
(Ra 字 ) 不 是 正则 的 . 
作为 zs 空间 的 例子 , 我 们 看 出 , 任何 度量 空间 都 是 和 安 间 ， 
特别 地 , 任意 维 的 欧 氏 窑 癌 都 是 22 空间 。 这 两 个 命题 的 真实 性 将 
在 下 一 节 中 顺便 指出 、 
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2 正则 空间 的 性 质 ”我们 首先 去 证 明 关于 正则 空间 的 下列 
判别 准则 . 

(1.5) 定理 拓扑 空间 于 是 正则 的 今 YpE 玉 人 Y%p 的 开 
令 域 UU, 3p 的 开 邻 域 V, 8.t. 了 FSU. 

证 坊 .Yp 的 开 邻 域 U, 令 了 -YU、 那 末 , 了 是 空间 至 
的 闭 集 ， 并 且 p 牛 本 , 因为 空间 焉 是 正则 的 ， 记 以 32 的 开 邻 域 
矿 及 也 的 开 邻 城 邢 , s. 不 

VNW=p. 

又 因 为 玉 是 开 集 , 所 以 名 政 闲 于 空间 于 中 .既然 NW= 多 
我 们 就 必须 有 


VCEW, 于 是 PoYW. 

但 是 名 开 CBF, 而 多 =U， 所 以 我 们 有 六 CU. 

后. 设 p 是 空间 子 的 任 一 点 ,又 也 是 不 包含 点 p 的 任意 闭 
集 、 很 明显 , 如 果 令 UU 一 名 了 则 辽 是 点 9 的 一 个 开 邻 域 ， 条 件 
到 然 满足 , 我们 就 可 以 找到 点 9p 的 一 个 开 邻 域 了 5.t 了 CU. 令 
本 一 多 六 屠 末 ,TW 是 空间 之 的 开 集 ， 因 为 了 PCU, 所 以 BP 
多 0, 即 且 二 可 见 琴 是 闭 集 友 的 开 邻 域 。 又 从 丙 的 定义 夏 
出 , 琴 站 六 = 多 由 此 可 见 ， 空 间 对 满足 公理 人 Ts， 所 以 它 是 正则 
的 , 了 

.和 ”正则 空间 的 每 个 子 空间 都 是 正则 的 . 

证 设 4 是 正则 空间 互 的 一 个 随意 子 空间 , 又 2E4, 并 设 
G 是 子 空间 4 中 不 包含 点 2 的 任意 相对 闭 集 ， 那 末 , 空间 玉 
的 闭 集 下 ,， s, 


G=ANF. 
由 于 w 和 六, 而 且 空 间 玛 是 正则 的 ， 因 此 习 空 间 下 的 开 集 7, 与 
Va sh. PCV wvEVs, 而 生 

ViN Vy,—B 
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明显 地 ,GCTFan4 wsETan4, 而 且 
VNDNTNA=E 

由 于 Jan4 与 Fan4 相对 地 开 于 子 空间 和 4 中 ,可见 子 空间 4 是 
正则 的 . ] 

下 面 的 定理 是 很 有 用 处 的 ， 

全.7) 定理 总 是 省 足 公 理 心 的 2 空间 之 YE 了 己 
点 4 处 的 一 个 可 数 基 {Gs} s. 

D) Ym Gu 

2) MG,= {0}. 

证 根据 定理 (3.3. 晤 , 在 空间 了 的 每 个 点 “处 习 3 可 数 基 
{Wa} 3. t. YmEN, 


WanaC Wn. (9) 
令 全 一 WW 一 WW。。 因为 空间 于 是 正则 的 , 又 的 是 点 2 的 开 邻 
域 ,所 以 根据 定理 民 . 辐 ,3w 的 开 邻 域 Yos. 了 CG 但 是 
{Fw} 是 点 % 处 的 一 个 基 ， 因 此 可 得 一 个 正 整 数 生 之 和 一 1，8, 二 
WEVs, 
于 是 证 *CGa， 令 8 一 印 ,。 依 此 类 推 。 于 是 运用 归纳 构造 法 ,我 
们 从 { 厅 中 取出 一 个 子 序列 {G4}5.t. Yr， Gh = Wi 并 且 
8. tb. 成 立 , GCG 
不 难看 出 ，{G%} 是 点 2 处 的 一 个 基 ， 事实 上 ， {Wn} 既然 是 
点 4 处 的 一 个 基 , Vw 的 开 邻 域 吕 , 3m s. t. WnCU. 但 {Gj 是 
{Wm} 的 一 个 子 序列 ， 因 此 , 3% s. 记 -1 之 mn, 于 是 由 (*) 看 出 
GCWnCU,. 
现在 令 {Do}aer 是 点 “的 一 切 开 邻 域 所 成 的 一 个 族 ， 则 显然 
MS Ne Us. 
因为 互 是 2 空间 , 所 以 根据 (8.1.4) ,我 们 有 
门 "Te= 过. 
22。 


由 于 门 ,6 也 包含 点 四 我 们 看 出 区 也 成 立 ; 
[| 


二 、 正 规 空间 * 履 盖 的 可 收缩 性 


本 节 只 给 出 正规 空间 的 定义 和 正规 空间 的 某 些 性 质 ， 至 于 正 
规 空间 上 的 连续 实 值 函数 则 归 到 下 一 节 去 讨论 . 


1. 定义 及 举例 正规 空间 的 定义 可 表述 如 下 

(2.1) 定义 “满足 下 列 公理 的 任何 拓扑 空间 都 叫做 正规 空 
间 : 

铁 策 公理 对 于 任意 两 个 不 相交 的 阅 集 了 与 & 在 在 卫 的 
一 个 令 域 记 与 4 的 一 个 邻 城 了 3, 使得 了 N73 一 多 

铁 策 公理 又 称 为 第 四 分 离 公理 或 公理 Ts 任何 正规 Ti 空间 
叉 加 化 Ts 空间 . 

显而易见 : 

(2.2) 空间 王 是 正规 的 心 YZ 的 著 集 惕 (P60s. 二 

PNG~g, 


习 开 集 偶 (U;, Us) g. 
FEU AGCUsAUN Us 

(2.3) 每 个 7 空间 都 必然 是 一 个 Ts 空间 ， 

为 了 举 出 正规 空间 的 实例 ， 让 我 们 先 来 证 明 下 面 的 一 般 定 
理 ， 

(2.4) ”每 个 度量 空间 都 是 一 个 了 T+ 空间 . 

证 令 殖 与 他 是 度量 空间 (并 ， 四 的 任意 两 个 不 相交 的 阔 
集 , 并 令 2E 如 9%EG 于 是 从 定理 (3.5. 仿 看 出 ， 

dlw, 的 >0， dly, F):>0, 
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ViEF, yEG, 令 
oo, 的 ， b=d(y, F), 
且 令 De-Ble 有 他 ) ,=B(y, 部 )， 
UUserUs, VoeoVs. 
这 样 一 来 , 与 六 都 是 开 集 ,并 且 也 CU，GcCV， 不 难 断 定 ， 
UNy 9. 
事实 上 ， 假 定 恰恰 相反 ，3zEU NV， 那 末 ， 我 们 就 会 找到 一 点 
wEF 以 及 一 点 YEG 5. 


2EUs NV,, 
由 此 可 见 da 雹 < 名 ， dly, < 冯 . 
因此 ， ao， 护 < 半 (oo 可. 


但 是 这 是 不 可 能 的 。 这 是 因为 ,既然 上 2€ 卫 , yEG, 那 就 应 该 有 
ad GO) dv, W, by dly, F)<dle, Y). 


因此 ， 寺 (ertB) dw, W). 


所 以 我 们 必须 有 UNV 一 Bg， 这 证 明了 每 个 度量 空间 且 都 是 正规 
的 。 由 于 任何 度量 空间 都 是 Ts 空间, 从 而 是 全 空间 ,因此 凡是 度 
量 空间 都 是 Zs 空间 .1】 

由 2. 多 及 C3. 中 立即 看 出 ,每 个 度量 空间 都 是 一 个 人 空间 . 

例 2 作为 QQ. 名 的 特例 ， 带 尔 伯 特 空间 五 ". 弗 莱 区 空间 
如 以 及 任 党 维 的 欧 氏 空间 谨 都 是 Ts 空间 , 因此 也 都 是 Fa 空间， 

2 空间 不 必 都 是 7 空间 ， 也 就 是 说 , 命题 (2.8) 的 道 命 题 不 
真 . 

例 8* 令 ZX—{%, W ER?ly>0}, 
即 甩 表示 坐标 平面 的 上 半 平 面 ,但 包含 轴 4。 一 {Cw, 0)jeem。， 我 们 现在 把 
五 看 成 一 个 纯 集合 ,并 在 它 上 面 定义 一 个 与 自然 拓扑 不 同 的 拓扑 如 下 ; 令 
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B={Up€E 8(X)I (Vp=(%, PW EZIY>0, Uo=Blp, 8), 0<s<Y 
(Vp=(g, 0) € As AYe>0, Us=B(g, o)U {fp}, g= (%, 8) € 7)}, 

其 中 Btp, 8) 与 BC(q, 6 表示 欧 氏 平 商 上 的 开 部 . 互 土 忌 有 为 基 的 拓扑 记 作 
gs; 则 拓扑 空间 (Z, yw) 是 一 个 Ts 空间 , 但 是 它 不 是 正规 的 . 

首先 , 当 pE 4 时 , 拓扑 7x 的 基 名 的 任何 元 素 

Up=Blg, e) U {9} 
是 点 p 的 一 个 开 邻 域 ,又 空间 (3, Fw) 的 子 空间 
一 -4 

局 时 也 是 欧 氏 平面 R? 的 一 个 子 空间 ， 因 此 (X, Fy) 显然 是 一 个 了 空 从 ,于 
是 当然 是 一 个 Z1 空间 . 

其 次 应 该 指出 ， 4 的 任何 子 集 都 是 空间 ( 互 ， yw) 的 闭 集 ， 惠 实 上 , 设 正 
是 由 的 任意 子 集 , 并 令 G 一 4 一 下 现在 YPE GQ, 选 定 史 的 上 述 开 邻 域 

Us=B(g, se U{p}. 

于 是 CL pea Ue) UX =G UK. 
可 见 GU 是 空间 ( 久 , Fw) 的 开 集 , 因此 , 了 = 革 一 CX?U 人 D 闭 于 (XX, Fy) 
中 . 

空间 (, 9) 满足 维 多 里 斯 公理 是 很 明显 的 , 所 以 它 是 一 个 2 空间 . 为 
了 指出 空间 (了 , Fy) 不 是 正规 的 ,可 令 

一 {(w, De dolz 是 有 理 数 }， 
本 一 {(%, 0) € 4z|z 是 无 理 数 }， 

那 末 ,援引 上 而 所 得 的 结果 ,Ri 与 Fo 都 是 空间 (了 ，9w) 的 闭 集 , 并 且 它们 不 
相交 ; 琴 几 一 g。 可 以 证 明 及 的 任何 开 邻 域 必定 与 Fs 的 任何 开 邻 域 相 
交 ; 但 是 这 个 证 明 比 较 复杂 ， 写 出 来 很 长 ， 而 再 要 用 到 习题 (一 YI" 工 中 的 
贝尔 定理 , 故 从 略 . 


虽然 Ts 空间 必须 是 Ts 空间 ， 但 正规 空间 却 不 必 是 正则 的 . 

例 & 试看 例 ( 三 )2 中 的 拓扑 空间 (N,， .F,)， 它 是 正规 的 ; 这 
是 因为 它 的 任意 两 个 非 空 闭 集 必然 相交 。 但 它 不 是 正则 的 ; 因为 
只 有 及 才 是 包含 它 的 非 空 闭 集 的 开 集 . 

由 此 可 见 , 公理 Ts 居 公理 Ts, 又 公理 了 为 公理 Za. 换 句 
话说 ， 在 开 集 公理 体系 下 (其 至 加 上 第 零 分 离 公 理 )， 公 理 ?xs 与 
.228 。 


公理 了 D4 是 互相 独立 的 . 


2 正规 空间 的 性 质 “下面 是 关于 正规 空间 的 一 个 判别 准 
则 . 
(2. 七 ”定理 空间 马 是 正规 的 售 Y 瑟 的 闭 集 三 AY 卫 的 
领域 器 也 的 开 分 域 V, 8.t. 了 PcU. 
证 一 . 因为 可 是 了 的 邻 域 ,所 以 习 开 集 Uo 习 Pst, UoC 
U. 令 G= 多 Ue 则 G 是 闭 集 人 了 NG 既然 空间 卫 是 正规 
的 , 那 就 必然 习 开 集 厂 及 厂 ，s. 忒 
FCVAGCWAVNW=H 
于 是 了 CW， 因为 多 多 是 闭 集 ,所 以 
FceWCGG=Uo CU, 
而 是 五 的 开 邻 域 . 
全 . 设 Fi 与 Fs 是 下 的 任意 两 个 不 相交 的 闭 集 . 令 U= 
多 Fs 出 PC TU 由 于 条 件 满足 ,我 们 看 出 
CU 且 了 为 开 集 伪 习 开 集 FaD 有 3 PC。 
令 玉 一 多 Fa 则 开 集 
Vs FAVANVs—$. 
由 此 可 见 , 空间 卫 是 正规 的 . 了 
{2.6) 定理 驻 是 紧 致 豪 斯 道夫 空间 沪 卫 是 一 个 了 空 


图 . 
为 了 证 明定 理 (2.6), 让 我 们 先 证 明 下 夯 的 

(2.7) 引 理 碾 是 紧 致 豪 斯 道夫 空间 之 丰 是 一 个 Ze 空 

辐 . 

证 “因为 凡是 豪 斯 道夫 空间 都 是 zs 空间 ， 所 以 只 须 证 明 站 

是 正则 的 。 为 了 达到 这 个 目的 ， 令 了 为 空间 开 的 任意 闭 集 ， 并 

且 令 p 为 了 中 不 属于 也 的 任 一 点 .由 于 于 是 豪 斯 道夫 空间 ， 
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YgEF，39 的 一 个 开 邻 域 U4 及 了 的 一 个 开 邻 瑾 了 79 st 
UaNVY =. 
{Dejeer 是 也 的 一 个 开 和 覆盖; 又 了 既然 闭 于 紧 致 空间 二 中 , 根据 
(4.1.2), 它 就 必须 是 及 的 一 个 紧 致 集 ， 因 此 ,各 ojaer 有 一 个 有 

恨 子 覆盖 (Da Uo, …, Ue。). 令 
U=UsU, VF=MN VS, 
则 可 与 六 分 别 是 点 集 也 与 点 p 的 开 邻 域 ,， 并且 UNV=g 因 
此 , 空间 雪 是 正则 的 ，] 
定理 (2.6) 的 证 明 我 们 只 须 证 明 于 是 正 霓 的 。 设 了 与 
是 且 的 任意 一 对 不 相交 的 闭 集 .根据 引 理 (2.7), 叉 是 正则 的 。 
因此 ，。 VYpEG, 并 集 0® 二 了 PA 人 习 开 集 Vs 9, 8. 
DOno 一 外 
因为 闭 集 G 是 紧 致 的 又 {Fsjsee 是 @G 的 一 个 开 政 盖 ， 白 以 
好 jsee 有 一 个 有 限 子 覆盖 Go Vm …， oo)， 令 
U-MNaU, V=UaVy 
那 末 , 口 与 六 都 是 空间 也 的 开 集 , 并且 
UDF, VoOG, UNV =$. 
所 以 于 是 一 个 正规 空间 . 1 
由 吉 洪 诺 夫 定理 的 系 (4.2.2) 与 定理 2.6) 立 即 得 到 
(2.8) 系 任意 一 族 紧 致 灰 斯 道夫 空间 的 积 空间 是 一 个 
空间 . 
3* 覆盖 的 可 收编 性 ”我们 现在 去 定义 "覆盖 的 可 收缩 性 ”， 并 证 明 关于 
正规 空间 开 惨 盖 可 收缩 的 定理 . 
(2.9) 定义 令 互 为 一 个 随意 给 定 前 拓扑 空间 , 并 令 Co 一 {0a}aez 为 
鹤 间 习 的 一 个 开 层 盖 ， 如 果 YaE 4 3 叉 的 一 个 开 集 Vogt. Foc Te 并 
且 s.t. O06={V。}oel 仍然 是 空间 入 的 一 个 开 必 六, 那 末 , 我 们 就 说 ， 材 盖 Cw 


(2.10) 定理 如 果 Cu= 世 sssx 是 正规 空间 工 的 一 个 开 覆 羡 , 又 Z 
的 每 个 点 只 能 展 于 有 限 多 个 Te 那 末 ,Cyx 必然 是 可 收 人 帝 的 。 
证 令 8 为 以 标号 集 44 为 定义 域 的 一 个 函数 , 其 定义 如 下 : 
a) Yae A, pla)=Ua, 否则 9(a) = Vass. t. Fac Do 
Bp(Q)}se4 是 空间 对 的 一 个 开 改 盖 
以 全 表示 一 切 这 样 的 函数 9 组 成 的 集合 : 人 一 {p}。 设 p Ep'EB, 并 
定义 g<p' 如 次 : p<g'Y af 4,8.t. g(a) 一 Vo, 总 有 (0 一 p(0)， 不 礁 
看 呈 , 二 元 关系 所 是 集合 多 中 的 一 个 偏 序 关系 ， 事 实 上 , 设 p<9' 人 9 <p. 
那 末 ,Yat 4,8.t.p(@)=Vo, 答 有 P=p(0), 又 Ya€ d,s. t. 9'(0) =Vo, 
总 有 g(a) 一 g'《a)， 由 此 可 见 , YaE 4, 总 有 g(a) 一 p'(a). 于 是 
pag hp pap—y. 
再 设 9 so Ap'<g", 那 末 ,，Y 9648. tplo) 一 Va 总 有 (0) 一 9p(0) 一 Vay 
又 Yae 4s. tpi(a) 一 Vo 总 有 (的 一 p'(0) 二 Va， 由 此 可 见 ， 
Voa€ A,s.t. g(a) =Va, 
总 有 9"(q) =p(a)， 二 是， 
Pep hp Epp EP, 
因此 ，(@B， 专 ) 是 一 个 偏 序 集 , 
现在 变 去 证 明 的 是 , 名 是 一 个 归纳 集 ， 令 四 一 {9 为 的 一 个 随意 全 
序 子 集 , 并 令 
PD = rer Po. 
显而易见 ， 如 果 Ye 总 有 80) 一 Do 则 名 (一 Do 否则 9 一 
To。 令 z 为 空间 民 的 任意 一 点 , 并 令 U6 06,，…, Uo 为 属于 Cs 而 且 包 含 
点 z 的 所 有 集合 ， 对 于 任 一 上 % 人 一 二 2 …, 萝 或 者 总 有 9) 一 Va, 而 不 论 
9 是 多 的 什么 元 素 ,或 者 39)E B's.t. 1 人 (ao 一 Va， 在 后 一 情形 下 , Y9r>> 
9 我 们 总 有 "(4) 二 yew) = 了 Vo。 既然 0 的 个 数 是 有 限 的 , 又 既然 四 是 
全 序 的 , 那 就 一 定 
3 ED 3 ga) = Ca) =Uay 一 Fo 
因为 fpi(a)}ass 是 互 的 一 个 覆盖 ,所 以 习 ao s.t. mE olao) 一 p"ta)， 因 
此 , {p"o}eea 也 是 对 的 一 个 覆盖 . 办 为 ”满足 条 件 双 及 了 ,所 以 8"& 才 ， 
并 且 Vq'E ,总 有 /yg'， 换 名 话说 ，q” 是 名 的 一 个 上 界 . 这 就 证 明了 
鱼 是 一 个 归纳 集中 . 
团 类 是 显而易见 的 ， 因 为 多 至 少 包含 了 如 下 的 函数 :YaE 4, P(0) 一 Da。 
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于 是 根据 卓 伦 引 理 (0.6.10), $ 包含 一 个 极 大 元 pi。 

剩 下 要 去 证 明 的 是 , YaE 4 总 有 pCa) 二 Vo。 

假定 恰恰 相反 , 38€ 4 3 .p21CB) 一 Us, 令 

P=— YUome po). 
显而易见 , 了 是 空间 对 的 闭 集 , 并且 FC Vs。 由 于 空间 是 正规 的 , 我 们 从 
定理 人 2. 吕 看 出 , 习 叉 的 一 个 开 集 如 下 : 
VeoF3VacUe, 
既然 Yawa pilo) C Va. 
可 见 {Vas ma)js 弛 是 空间 工 的 一 个 开 要 盖 。 令 go 为 定义 在 4 上 的 一 个 
画 数 ， 8- t, Ya 交 B, (一 9l(a)， 而 9(8) 一 re， 于 是 我 们 看 出 ,op, 但 
更 >ml。 这 与 pl 是 被 大 元 这 一 事实 矛盾 ， 因 此 ， 
~'3B€ 43 916) =—Us, 

即 YaE4 总 有 po)=Fo. 卫 

下 面 的 命题 是 定理 (3.10) 的 特例 . 

《2.11) 系 正规 空间 的 每 个 有 限 开 楼 盖 都 是 可 收缩 的 

(2.12) 定理 如 果 {4 是 正规 空间 的 闭 集 的 一 个 有 限 族 ， 则 
六 3 开 焦 3 NBN ND. 

证 设 {84} 是 闭 集 的 一 个 有 限 族 g. 二 门 束 = 处 那 末 , {YZ 就 是 空 
间 革 的 一 个 有 限 开 虱 盖 . 因此 根据 (3.11), Yi, 习 开 集 Ws. 4. Wc YR， 
而 且 {TW 省 仍然 是 下 的 一 个 开 覆 盖 。 令 04 一? 信 ,; 则 Ze 是 开 集 ， 丙 cz 
并 且 门 ,如 = 多 

至 于 一 般 情形 ,我 们 取出 所 有 的 集合 s= {cu aa …， an}, 其 中 必 是 半 
集 F。, 的 标号 , 而且 Fa, 适合 条 件 门 %-: Fa,=B。 根据 刚才 得 到 的 结果 , Ya 
及 Fa, 总 开 集 D&,s. FacC0%， 并 且 s.t. [1 0%,~=9， Yi 令 4 一 
{aliEa}, 并 令 D,== 门 bea,V3， 于 是 显而易见 , PCD 而且 Us 是 开 集 ， 如 
果 瑟 fnB 一 包 则 必 有 

wr€ dN Nd A = … 从 


于 是 我 们 有 
UN NU he TD NN Tee UD = 0 NN 0 Np 
最 后 ,因为 Yi, CT 所 以 
DUNN =RN NE. 1 
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三 、 正 规 空间 上 的 连 续 实 值 函数 


在 这 一 节 里 ， 我 们 将 取证 明 关 于 正规 空间 的 两 个 非常 重要 的 
定理 ,， 这 就 是 乌 里 松 引 还 和 铁 策 开拓 定理 . 从 这 两 个 定理 我 们 将 
会 看 出 ， 空 间 的 正规 性 与 非常 数 的 连续 实 值 函 数 的 存在 有 着 密切 
的 匡 系 , 而 前 者 甚至 可 用 后 者 来 九 划 . 


让 我 似 首先 来 证 明 包 里 松 引 理 . 

3. 了) 岛 里 松 引 理 各 果 了 工 是 一 个 正规 空间 ,又 也 与 是 
空间 于 中 任 癌 两 个 不 相交 的 闭 集 , 那 未 , 必 铸 习 革 上 的 一 个 过 继 
实 信函 数 /， s. YeE 总 有 f 吧 一 0, YoE 晶 总 有 f (9) =1, 又 
YxE 及 总 有 


QF{D 1 

证 对 于 任 一 二 进 和 分 数 i0<t<<1), 我 们 殷 定 室 间 了 的 一 个 
开 集 U0: 与 它 相 应 , 使 得 下 而 三 个 条 件 满 足 : 

1) PEUss 

2 GND.=§, 

3) i<t 之 CT 
我 们 现在 用 归纳 构造 法 去 构 作 这 些 开 集 . 

根据 定理 (2. 辣 , 习 开 集 芝 ws. 了 C 太 入 丈 0G= 下 假定 
当 t- 专 ， P<%% 0<t 宝 1 时， 所 有 的 开 集 Cr 都 已经 求 得 并 且 满 


足 上 述 三 个 条 件 ， 生 取 一 个 二 进 分 数 2 二 二 我 们 希望 构 作 注 足 
上 述 三 个 条 件 的 一 个 开 祭 , 并 用 二 进 分 数 -25 寺 去 标示 它 ， 既 
然 耻 

名 为 了 方便 计 ， 可 令 Fe 一 四 .如 此 , 当 和 0 时 ， 可 ;为 一 亲信 ;区 再 。 
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二 0<X<3 一 人 


根据 归纳 法 假设 ， 以 由 议 有 开 氏 六 0 Ds CC 
了 庙 : 于 是 从 定理 (2. 号 看 出 , 习 下 的 一 个 开 集 六 ,5. 


Us CVAPT OU. 
令 Ua =7. 


我 们 现在 去 证 明 , 对 于 刚才 得 到 的 ssz,， 上 面 所 说 的 三 个 条 


件 都 满足 ， 事 实 上 , 条 件 1 和 2) 显然 满足 为 了 核对 条 件 8), 我 
们 任意 取 一 个 二 进 分 数 如 8. 刀 


2 十 二 
tar—<t 


并 且 六 的 分 母 的 指数 不 超过 %。 于 是 下 面 两 种 情形 中 有 一 种 而 且 
也 只 有 一 种 发 生 : 


1 一 机 ,op<m 在 这 一 情形 下 ,= 
2 十 2 去 227 


-2 人 因此， 


由 此 可 见 ， 世 寺 <， 亦 即 名 和 < 
所 以 我 们 有 UD. 
由 于 cDU344, 我 人 有 :Uz. 


2° #7 一 306， 在 这 一 情形 下 ,必然 有 > 于 是 


和 十 工 
rr 


由 此 可 见 DcUgC Uy Use Da 


亦 即 DcUs. 
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现在 假设 
_2% 24 , 
i tt 


因为 在 这 一 情形 下 必须 有 >> 和 % 所 以 从 归纳 法 假设 看 出 ， 
UC Ug. 
但 是 根据 上 面 Uy 的 定义 ， 
Uc Uma—Us, 

因此 我 们 仍然 得 到 了 c= Us. 

综合 以 上 各 种 情形 , 我 们 看 到 , 条件 3) 也 满足 于 是 我 们 用 
归纳 构造 法 构 作 了 一 族 开 集 {Diyjoct<a 满足 条 件 耻 、 咏 及 8), 在 
这 里 + 是 一 个 二 进 分 数 ， 

现在 让 我 们 定义 空间 也 上 的 实 信 示 数 了 如 下 ;， 令 z 为 空间 
玉 的 随意 一 点 ， 如 果 z 革 Vi, 则 令 了 Cw) =- 廿 “如 果 “ETu 则 令 

f(D) inf {E10, 如 [zi3o，# 是 一 个 二 进 分 数 }， 
于 是 ， 当 wEF 时, 则 Vil0<t<1i, 是 一 个 二 进 分 数 ), 就 但 有 
wED;, 因此 f(z) 一 0， 而 当 wE 如 时 , 则 因为 “等 Vs, 所 以 
Co) = 
又 显然 YnE 焉 , 总 有 
0<F(z)<1l. 

我 们 去 证 明 函数 也 的 连续 性 ， 为 此 , 我 位 在 空间 并 中 任 到 一 
点 几 令 fo) 一 0(O<9<T, 并 任 取 开 区 闻 ]a, 5[ 39, 而 去 证 明 
jx: Ja, 引 ) 必 须 是 空间 总 中 点 2 的 一 个 邻 域 . 现在 先 假定 0< 
0<1， 于 是 己 二 进 分 数 世 与 如，3 

<t<D，0< 雪 <D. 
试看 集合 Dw 一 Dv， 不 难 断定 , s EU 一 Do， 事实 上 , 既然 
了 GD =0<t, 
从 函数 了 的 定义 就 可 以 看 出 , 习 一 个 二 进 分 数 二 8. 二 
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< 和 < 加 人 zwEDh 
但 是 CUw， 可 见 wEUw， 取 一 个 随意 的 二 进 和 分数 
3A. 
髓 然 召 <0， 从 98 的 定义 就 可 以 看 出 , 2 和 Us 因为 DucCUs, 所 
以 wDr， 于 是 使 我 们 证 明了 2EUy 一 Ds。 现在 任 取 一 个 点 
w'EUw 一 Do， 因为 2 和 EUv， 所 以 f(z)>Y， 又 因为 2 EUp， 
所 以 fo) 和 tn， 这 证 明了 Yow EUp 一 Dv, 总 有 
fo) EDs, 11] Ja, BT, 

由 此 可 兄 ， Uw -Uy Cf Jo, bE ). 
因为 Uw 一 Dy 是 包含 点 4 而 且 包含 于 广 :( Ja，8[ ) 前 开 集 ， 所 
以 六 :*( 1a, 5[ ) 是 点 2 的 一 个 邻 域 . 

其 次 设 9~1 并 设 1 为 满足 不 等 式 o<t<1, 1>0 的 一 个 二 
进 分 数 ; 则 不 难看 出 

wEGD CF Jo, bE ). 
事实 上 ， 如 果 ”EDZ:， 则 可 取 二 进 分 数 如 s. tz<Y<1。， 于 是 由 
于 DCDy, 我 们 将 有 2EDUr, 因此 , Jo) =9<t<Et 这 与 所 设 
矛 导 由 此 可 见 , oE 多 D0。 现在 令 必 为 多 这 中 任意 一 点 。 那 
来, wD, 因而 4<j(o)<1， 这 证 明了 
SG 还 c 广 (1o 5[). 

由 于 多 也 开 于 空间 且 中 而 且 包 含 点 和 可 见 广 !( ja 8[ ) 是 
点 4 的 一 个 邻 域 , 

最 后 设 9 一 0， 并 设 如 是 满足 不 等 式 0< 如 <B, 如 < 的 一 个 
二 进 分 数 ， 试 看 Us 因为 1(%) ==0, 所 以 对 于 一 切 二 进 分 数 
#0<te<l) 都 有 wEU4s 特别 地 , nEU。， 令 EDs; 则 

Of (0) 加, 
由 此 可 见 ， TecFz(1a 5[)， 
所 以 广 *( la, BL ) 是 点 ”的 一 个 邻 域 ， 
“836 。 


这 样 一 来 , 我们 证 明了 了 在 空间 对 的 任 一 点 z 处 都 连续 , 因 
此 是 己 上 的 一 个 连续 画 数 .了 

(3.2) 定义 令 4 与 为 拓扑 空 间 前 两 个 不 相交 的 点 
集 ， 如果 j 了 是 空间 忆 上 的 一 个 连续 实 值 函数 ,Bt7( 人 一 
地 878) = 全， 并 且 f(X)CI, 妇 , 那么 了 叫 艇 空间 了 上 关 
于 点 集 侦 (4，B) 的 鸟 里 松 特征 函数 

乌 里 松 引 理 (3. 才 告诉 我 们 ， 对 于 一 个 随意 正规 空间 的 每 一 
对 不 相交 的 闭 集 了 与 提 , 总 有 关于 闭 集 假 (了 ,从 的 一 个 乌 里 松 
特征 函数 ， 反之 ， 如 果 对 于 拓扑 空间 互 的 每 一 对 不 相交 的 闭 集 
五 ，G 总 有 一 个 全 上 关于 闭 集 偶 (F， 人 9) 的 乌 里 松 特征 丁 数 ， 那 
末 , 因为 了 在 互 上 连续 , 所 以 


1 1 af 13 
-ro 寺 ) 与 ?=A 局 臣 
都 是 空间 了 的 开 集 ,并 且 显 而 易 见 , 了 CU, G8， 
1 I ; 3 
ZnF- 产 (to 4 )n rm( 二 1)) 
= 广 :人 (fo 到 [nn 1])-/"*0) -5. 
由 此 可 见 , 空间 互 是 正规 的 。 这样 我 们 就 证 明了 下 面 的 

(8.8) 定理 扳 扑 安 间 及 是 正规 的 仿 YZ 的 不 相交 的 浆 
集 个 (CP, 9), 习 关 于 (P，6) 的 一 个 乌黑 检 特 征 丽 数 . 

下 面 的 定 再 既是 定 理 (3.g) 的 一 个 推广 , 又 是 它 的 一 个 直接 推 
论 . 

(3.4) 定理 ”拓扑 空间 邓 是 正规 的 名 VY 全 的 不 相交 的 周 
集 候 (有 的 以 及 Y 实数 个 (a 芒 ,at < 忆 宏 间 卫 上 的 一 个 
连续 实 信 硬 数 @， 8. tg(P) 二 fa},.p(G) 二 {0, 并 县 

pF)C Le, H. 

证 “显而易见 ,如 果 YtE [0, 1], 令 
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gO =at+ (Bo)s, 
旭 g 是 区 间 [0, 刁 到 区 间 [&， 四 上 的 一 个 拓扑 映射 。 如 果 了 是 空 
闻 下 上 关于 闭 集 偶 (ZF, 9) 的 乌 里 松 特征 函数 ， 则 函数 9p 一 of 是 
空间 全 上 的 一 个 连续 函数 ! 并 且 由 于 9(0) =4, g (DD) 一 5, 我 们 有 
9() 一 {人 0}，9(G) = 如， 又 显然 还 有 9%(Z)c[w 加， 反之 ， 
车 8g 为 已 知 , 则 了 一 六 "9 明显 地 是 关于 闭 集 偶 (F， 人 多 的 乌 里 松 特 
征 阔 数 . 了 

作为 鸟 里 松 引 理 的 值得 重视 的 应 用 , 我 们 去 证 明 . 

(3. 友 ” 铁 策 开拓 定理 ， 如果 .了 是 正规 空间 的 一 个 非 空 
团 集 , 又 了 是 了 上 的 一 个 连续 实 值 函 数 , 则 必然 存在 了 在 空间 并 
上 的 一 个 连续 开 扳 . 

在 证 明定 理 (3. 国 之 前 ， 我 们 首先 指出 下 面 的 事实 若 YoE 
]-1,1[, 令 


9(o) 一 霹 豆 &, 
则 9 显然 是 开 区 间 ] 一 1 4[ 到 实 直线 民 上 的 一 个 拓扑 映射 ， 设 
卫 大 是 拓扑 空间 总 的 任 一 点 集 , 并 设 广 :7 一 只 连续 令 
F=f, 

那 末 , 显然 ;一 ] 一 1, 1[ 连续 ， 如 果 g 是 了 在 三 上 的 一 个 连 
续 开拓 ， 又 4 对) 己 ] 一 1,1[ ， 则 很 明显 , 外 =99 是 六 在 互 上 
的 一 个 连续 开拓 . 

基于 上 面 的 议论 ， 我 们 只 须 证 明 下 面 的 引 理 ， 铁 策 开拓 定理 
(8. 是 就 证 明了 . 

(3.6) 引 理 如 果 也 是 正规 空间 并 的 一 个 非 空 财 集 , 又 
fi 了 > 1 一 1 4[ 连续, 则 习 f 在 空间 了 革 上 的 一 个 连续 开拓 

gg XS lI. 
证 我 们 在 下 面 用 归纳 构造 法 去 确定 正规 空间 子 上 的 一 序 
238 。 


列 连 续 实 值 函 数 , 它 一 致 收敛 于 某 一 函数 ,使 这 个 极限 函数 在 非 空 
团 集 五 上 与 已 知 的 连续 函数 了 相合 . 


首先 我 们 到 出 三 个 闭 区 间 ， [一 1， 一 二 ],， [- 去 起 
革 本 人 
ze 
于 是 , 由 于 了 在 半 集 了 .上 连续 ,天 与 了 痢 半 于 空 间 了 中 , 并 且 
FNP (fy, -二 jn 全 二 = 产 的 = 
因为 空间 下 是 正规 的 , 所 以 从 定理 (3. 信 推出, 习 工 上 的 一 个 连 
续 函 数 


wap(ZO = 全 填 wz -他 
并 且 9X)C [各 者] 
YzEB, 和 如果 wEFi, 则 

wm 一 一 寺 (OE ]-1 一 二 


因此 一 时 <f (0) -plo) <0, 
可 见 |) po) | < 对- 
如 果 zEBs, 则 


mo) -可 ,Joe[ 寺 , 2[， 
所 以 我 们 有 |) 一 pu( 史 | =f (0) 一 guo) < 
如 果 wEF 一 CPHLPs), 则 
-二 <f < 二 入 一 二 <m(o) < 
3 3 3 3 


因此 WD -的 ] < 号. 


一 名 话 , Y 2€。 2 
1 的- 1< 生 . 
假定 对 于 自然 数 %, 我 们 已 经 确定 了 满足 下 列 条 件 的 、 在 室 间 


并 上 连续 的 函数 pr: 
1° YE 


-1 人 ) <mo)<t 一 全 ): 
2e YoEB, _ 
0) po)1 < (2). 
令 记 一 一 gn， 那 末 , fs 在 本 上 连续 ,并 且 YwE 了 ,总 有 
<0) 
令 r=:([-(B), -#3) ), 
w=7(#(8), (8) )) 
毒 引 用 一 次 定理 (3.4) ,我们 看 到 , 习 且 上 的 连续 函数 几 , 8. 
wm- 二 的 wm- 周全 站 
wc [3), 3) ]. 
令 gnti 一 ps+ 业 ， 那 末 , 显 然 gnrz 在 卫 上 连续 ,并 且 Y2E， 
-1+(2)" psia(g) <1— 人 ), 


此 外 ， 了 一 paia 一 (了 一 oo) do fs yn. 
如 果 z 是 属于 F949 的 任意 点 ， 则 因为 


一 全) <7 < 二 (3) ， 加 (一 一 诗 (3)， 


所 以 i -I< (2 . 

如 果 z 是 属于 BF 的 任意 点 , 则 因为 
站) < < ， 几 四 -二 全 ， 

所 以 仍然 有 17 一 各 四 1<( 人 六 . 


又 如 果 EF- (FP ED), 

则 因为 于 (8) <1 <§(8) 
-3 < 

所 以 还 是 有 I -I<(S). 


于 是 我 们 证 明了 , YwE., 总 有 
[四 -和 1<( 呈 六， 


即 OD -paty < (2). 
这 样 一 来 ,由 归纳 构造 法 ， 我 位 定义 了 在 了 上 连续 的 画 数 的 
一 个 序列 {gos. t. V%, 条 件 1° 和 2 满足 此外， 显然 下 面 的 
不 等 式 对 于 任意 的 m 及 zE 克成 立 ; 
3 |pon(o) gn) 一 | 加 (0)| < 者 (时 ) 
我 们 现在 去 证 明 , 西数 列 {ps} 在 空间 全 上 收敛， 为 此 , 由 于 
名 一 于 十 (ga 一 2) + + (pn— Pn- 
二 gu 十 业 十 各 十 … 十 各 -二 
我 们 只 须 证 明 画 数 项 级 数 
i 寺 十 下 二 十 由 十 … 
在 开 上 收敛 就 行 了 。 但 是 这 个 级 数 的 确 是 收敛 的 ， 这 是 因为 Ym 
"2241 


以 及 YmE 了 ,我 们 总 有 

(oO1< (号 

设 lim pn~g, 

容易 看 出 ， 通 数列 {po} 在 卫 上 一 致 收 全 于 函数 p。 事实 上 ， 


YwE 玉 ,我们 总 有 
je(o) 一 mm (0) | < 1 C0) 1 + [na (©) | + 


-的 
Ve>0， 才 到 自 然 数 轧 ，s. 二 3 号) <5, 则 当 n> 术 时 ,我 们 有 


po) gn(%) | <e. 

而 无 论 * 是 空间 盛 中 的 哪 一 点 、 所 以 函数 列 {pa} 在 空间 邓 上 
一 致 收敛 于 函数 w"。 由 于 每 个 函数 ps 在 空间 卫 上 都 连续 ， 极 限 
函数 9 必然 在 卫 上 是 连续 的 (见习 题 (二 )IV, 2)。， 根据 条 件 2°， 
有 既 然 YwE 克 总 有 
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可 见 在 如 上 ,我 们 就 应 该 有 9 一 卢 换言之 , 1 一 g|7 或 者 说 , 9 是 
了 在 三 上 的 一 个 连续 开拓 。 

因为 Vn E NAVoE 琉 , 恒 有 -1<egu(z)<d 所 以 达 于 极 
限 , 就 必须 有 一 <g(w) <1， 令 G-g-1({ 一 四 )， 那 来, 显 而 
易 见 ， 

了 由 于 {1 必 是 实 直线 的 闭 集 , 因而 @ 是 守 间 并 的 
周 集 

2) 如 果 wEF,， 则 gbw) 一 fw) 天 十 1 可 见 z 竺 G, 因此 

GNF=6¢. 

于 是 根据 乌 里 松 引 再, 习 空间 且 上 类 于 闭 集 偶 (G,， 也 ) 的 一 个 乌 
0242 。 


里 松 特征 函数 峭 令 9 一 由 X 引 那 末 , 9 是 空间 世上 的 一 个 连续 
实 值 函数 . 设 % 是 五 中 随意 一 点 、 那 末 ， 
9 = 0) ‘(0) —1°f 8) 一 Fo)， 
可 见 g 也 是 了 在 空间 卫 上 的 一 个 迷 续 开拓 .现在 假定 4 是 空间 
革 中 随意 一 点 ; 那 末 , 因为 
Oy EL leg(w) <l, 


所 以 —1<y9(w) <1, 
不 难看 出 , ~"3%E 及 gt. g(w) 一 一 1 
事实 上 90) = 1 lA ge) 一 一 恒 
但 是 2(o) = 一 1 二 E G 一 小 (5) 一 0. 
局 理 ， ~:3vER s. t. yw) =1. 


由 此 可 见 ,，YwE€ 且 ,总 有 一 1<g(w) <1, 亦 即 
CS 1-1, 1E. 
这 样 一 米 , 9 就 是 我 们 所 和 需要 的 了 的 连续 开拓 . 

正如 前 面 所 已 经 指出 的 , 引 理 (8.6) 肥 已 证 明 ， 铁 策 开拓 定理 
(8. 辐 也 就 证 明了 ,1 

我 们 在 第 一 章 里 已 经 过 到 过 实 直 线 民 的 可 数 无 穷 次 积 空间 
R"~( 也 可 以 记 作 碟 ) 我 们 不 妨 把 它 叫 做 无 穷 维 实 空间 、 

下 面 的 定理 是 铁 策 开拓 定理 的 一 个 直接 推 沦 ， 同 时 又 是 它 的 
一 个 推广 ， 

(8.7) ”如果 加 是 正规 空间 开 的 一 个 非 空 闭 集 , 又 了 是 一列 
无 穷 维 实 空间 R* 或 者 n 维 欧 氏 空间 R" 内 的 一 个 映射 9， 出 必然 
硕 在 了 在 空间 卫 上 的 一 个 类 绕 开拓 . 

证 令 环 表示 于 的 第 6 分支 函数 ， 于 是 根据 (1.6.19), 各 个 
下 都 是 闭 集 忆 上 的 连续 实 值 画 数 、 根 据 铁 策 开拓 定理 (3.5)， 


全 读者 想必 还 记得 ， 在 定义 人 -5 多 中 (映射 "这 一 术语 是 用 作 连 续 许 数 的 简称 


ap2d3。 


Yi 所 有 一 个 在 空间 瑟 上 的 连续 开拓 9y， 以 各 个 oy 为 第 训 分 支 
映射 的 画 数 g 显然 在 卫 上 连续 ， 并 且 是 了 在 全 上 的 一 个 开拓 .】 

附 言 ”定理 (3.3) 告 诉 我 们 , 乌 里 松 特征 函数 可 以 用 来 刻 划 空 
间 的 正规 性 .同样 , 我 们 也 可 以 用 这 种 特征 函数 求 刻 划一 种 "正则 
性 ”, 不 过 象 这 样 得 到 的 “正则 性 ” 较 (1.2) 中 所 定义 的 为 强 , 被 称 为 
“完全 正则 性 ”, 它 的 定义 有 如 下 述 : 如 朵 对 于 拓扑 空 间 芝 的 每 个 
闭 集 五 以 及 不 属于 了 的 任意 点 总 存在 卫 上 关于 点 集 侦 (各 }， 
十 的 一 个 乌 里 松 特 征 函 数 , 那 末 , 空间 且 就 叫做 完全 正则 的 . 显 
然 凡是 完全 正则 的 空间 必须 是 正则 的 ， 完 全 正则 的 2 空间 叫做 
吉 洪 诺 夫 空间 ， 凡是 青 洪 诺 夫 空间 显然 都 是 zs 空间 ， 但 不 必 是 


TD, 空间。 


四 、 完 全 正规 空间 


如 果 当 一 个 拓扑 空间 具有 某 个 竹 质 呈 时 ， 它 的 每 个 子 空间 也 具有 性 质 
也 , 那 末 , 我 们 就 说 , 性质 己 是 有 遗传 性 的 ， 显 而 易 见 ,ZuG 一 0 1, 2% 9) 空间 
都 是 有 遗传 注 的 ， 但 T4 空 间 则 不 然 ， 因 为 空间 的 正规 性 是 下 具有 站 传 性 
的 @、 因 此 我 们 有 引入 下 面 的 概念 的 必要 、 

(4.1) “定义 ”如果 拓扑 空间 X 的 每 个 子 空间 都 是 正规 的 , 则 工 思 做 一 
个 完全 正规 空间 ， 完 全 正规 的 Ti 空间 叫做 Ts 空间. 

由 于 每 个 拓 站 空 间 卷 是 它 自己 的 子 空间 , 可 见 每 个 完全 正规 室 间 都 是 正 
起 的 ， 命 题 人 2. 多 告诉 我 们 ,每 个 度量 空间 都 是 一 个 T 空间 ， 但 是 任何 度量 
空间 作为 拓扑 空间 , 它 的 每 个 子 空间 都 可 以 度量 化 . 因此 , 任何 麻 景 空间 都 用 
一 个 束 空 间 ， 又 凡是 Ts 空间 必然 部 是 工 空 间 G 二 1, 2, 3, 多 把 度量 空 
间 的 拓扑 性 质 总 结 起 来 ,我 们 得 到 下 面 的 

(4.2) 定理 每 个 度量 空间 都 是 一 个 满足 公理 .4 的 Ts 空间 . 

下 面 是 关于 完全 正规 空间 的 两 个 判别 准则 . 


中 例子 可 在 送 直 《拓扑 空间 概论 ?一 书 中 找到 ， 见 该 书 第 92 页 ; 所 引言 洪 诺 夫 
的 例子 用 到 了 超 限 序数 ,超出 了 本 书 预 备 知识 的 范围 。 . 
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他 ,3) 定理 空间 和 是 完全 正规 的 夫 对 于 工 中 任 刘 一 对 互相 陋 离 的 
点 集 4 与 她 ， 疙 习 开 案 如 与 记 .去 
AcUABCVAUN VY. 
证 条 件 是 必要 的 ， 设 于 是 一 个 完全 正规 空间 ， 令 
S=%(4ND. 
那 末 , 8 是 空间 及 的 开 集 , 8 与 SN 互相 对 地 闭 于 中, 并且 
(SN DNGNB IN AND) =G. 
&3 作为 互 的 子 空间 有 既然 是 正规 的 , 那 就 必然 38 的 相对 开 集 可 与 7,s. 
SNACUASNBCFAUNT =Y. 
因为 8 开 于 互 中 曾 与 VY 又 相对 地 开 于 号 中 , 所 以 与 是 空间 及 的 
开 集 ,机 者 ,显然 4C8N 有 A， 这 是 因为 , 我 们 有 4 又 4 与 妃 既 然 互 相 
隔离 ,根据 (2,1.4), 我 们 还 有 
ANYS~AN(ANB) = ANE-S. 
由 此 可 见 ， 4CD。 同 理 可 证 ， BC 了 。 芝 证 明了 条 件 是 必要 的 。 
条 件 也 是 充分 的 ， 假 定 条 件 满足 ， 令 8 为 空间 的 任意 子 空间 , 并 令 
肌 与 如 是 任意 两 个 不 相交 的 ,8 的 相对 闭 集 ， 于 是 空间 及 的 闭 集 与 
6 st FNS, Fao~GNB, 因为 及 CH, 又 忆 闵 于 及 中 ,所 以 


RCR 
又 因为 FNFa=FNE N= FN (FN -FN Fg. 
所 以 FNF=p. 
同 理 ， 了 an 3 一 外 


久 此 根据 〈9.1. 色 ， 下 与 琴 互 相 陋 离 。 条 件 既 然 满足 ， 那 就 习 久 的 开 集 
丙 与 ga st 
IncDiAzacDsAUInUa 一 多 

因此 ， FCSNUIAFICSNU A GNUDN SNUD) =p. 
由 此 可 见 , 子 空间 总 是 正规 的 。 因为 如 是 并 的 任意 子 空间 , 所 以 空间 瑟 根 
据 定义 人 4,I) 是 完全 正规 的 , 卫 

显然 定理 (4.3) 又 可 以 表述 为 ; 

(4. 多 空间 筷 是 完全 正规 的 所 对 于 工 中 任意 一 对 互相 隔离 的 点 集 
总 存在 它们 的 不 相交 的 邻 城 ， 

(4.5) 定理 空间 XX 是 完全 正规 的 妨 随 总 给 定 开 的 两 个 团 集 4 与 
BB 总 习 不 相交 的 开 集 与 六 8. 不 
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A-BCVAB-ACT. 

证 在 证 明定 理 (4.5) 之 前 ， 我 们 必须 指出 一 个 显然 的 事实 而 不 给 予 证 
豚 , 那 就 是 , 在 任意 的 拓 扩 空间 里 , 两 个 随意 点 集 的 交集 的 闭 包 总 包 食 于 这 两 
个 点 集 的 闭 包 的 交集 . . 

现在 假定 空间 下 是 完全 正规 的 , 并且 假定 4 与 万 是 也 的 两 个 栈 意 闭 
集 . 令 

G=A-—B=ANYB, FF=B-A~>BN%A, 
那 末 ， 
GANTBCANTEH-A N FH. 
如 果 z 是 属于 也 的 任意 点 , 则 $ 不 属于 4， 因 此, wm 儿 如 由 此 可 见 ， 
GNF-E. 
局 理 可 证 ， GN Fg. 
换 句 话说 , 与 G 是 空间 且 中 两 个 扎 相 隔离 的 点 集 ， 因 此 从 定理 (4.3) 推 出 
开 集 02GA3 开 集 V>F3.0NV=# 
所 以 条 件 是 必要 的 . 

反之 , 设 条 件 满足 ,并 设 4 与 是 空间 工 中 任意 两 个 互相 隔离 的 点 集 ; 

于 是 我 们 有 


ANEB=ANB=f. 
因为 ACYBA ACA, 
所 以 AcAN vB~A—B, 
同 理 ， BCBN 9 本 一 互 一 事 . 


既然 互 与 旦 都 是 空间 玉 的 闲 集 , 而 且 定 理 的 条 件 又 满足 ， 可 见 必然 习 开 集 
DU 与 V,s. t. 
AcA—BcUABCB-ACcVAUNV-S. 

于 是 根据 定理 (4.3)， 我 们 看 到 和 是 一 个 完全 正规 空间 ， 因 此 条 件 又 是 充分 
的 . ] 

下 面 的 重要 定理 属于 吉 洪 诺 夫 

姓 .6) 定理 如 果 正 则 室 间 满足 公理 4s, 那 末 , 及 必然 是 完 金 正规 
的 

证 设 {Wr} 是 空间 入 的 一 个 可 数 基 , 并 设 卫 与 @ 是 也 的 任意 一 对 互 
相隔 离 的 点 集 。 那 末 , 由 于 

PNG~PNO=E, 
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我 们 夏 出 ， PEP2pE YT. 

因为 8H 是 点 Pp 的 一 个 开 邻 域 ,所 以 根据 定理 红 .5), 点 p 的 一 个 开 邻 域 
3.Vcg8. 于 是 FNna=8. 由 于 pe TV, 而 且 {We} 是 节 的 一 个 基 , 可 
见 {WW 中 必须 有 一 个 开 集 柬 , 8. t. pE 环 C7， 显 然 


WNa=. 
册 上 所 论 , 可知 YE Bf 中 总 习 一 个 开 集 耳 ，3 
pe WAWNE=9. 
令 也 为 适合 条 件 
WNg=g 


的 {Wa} 中 一 切 Wm 所 成 的 类 ， 那 末 , 我 们 立即 看 出 : 
PC UsAT.NG=. (n=1, 2, 3, 7》 
同样 , 令 {7s} 为 适合 条 件 
WiNP=Y 
的 { 现 s} 中 一 切 Ws 所 成 的 类 ; 则 我 们 有 
QUhrTr AT NE=F Ge 一 了 2, 3,.) 
现在 令 G1=U, 吾 1 一 了 1 一 Ga; 而 Yn>l, 
则 令 Ga=Ua— (Hi1U HaU UH), Ha= Tr- (G1U GU UB), 
最 后 , 令 
GGUGaU UG YU H=HiUHU UHarU.. 
很 明显 , 各 个 Go 与 五 , 都 是 空间 了 的 开 集 ,因此 G9 与 如 也 都 是 开 集 。 我 们 
现在 去 证 明 ; 
PCGAQCHAGNH~Y. 
率 实 上 ， 设 p 是 点 集 局 的 任意 点 。 于 是 因为 们 a} 是 点 集 呈 的 一 个 改 
壮 , 所 以 习 标 数 m 3 -pEUm， 但 是 根据 吾 的 定义 ， Yo 互 *CFw 因此 
HCV 
于 是 HNPCV.NP=S. 
因为 PE P, pe Um 所 以 根据 Gu 的 定义 我 们 立即 辕 到 PE Gm， 这 样 一 来 ， 
我 们 就 证 明了 PcG。 辣 球 可 证 , 8cCH. 
要 想 证 静 
GNH=S, 
只 须 证 明 Ck, DENXN= ONH=S 
就 成 了 。 事 实 上 ,如 果 zz 则 
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Hi=V,- (GU UO) EV, -Gc TO. 


由 此 可 见 GN Hi=p. 
如 果 %>5 则 

Ge=U— (HU HU U Ht) CUs— HcU,— FH, 
所 以 仍然 有 GN Hg. 


于 是 ,对 于 下 中 任意 一 对 互相 隔离 的 点 集 呈 与 8, 总 存在 卫 的 开 邻 域 
6 与 日 的 开 邻 域 瑟 , g. t. Gn 互 = 多 因此 从 定理 人 .3) 推 出 ,空间 冬 是 完全 
正规 的 . 】 

下 面 的 命题 是 吉 洪 诺 夫 定理 (4.6) 的 直接 推论 . 

(4.7) 对 于 满足 公理 4 的 拓扑 空间 入 

及 是 人 空间 导 Z 是 Ts 空间 坊 了 是 Ts 空 间 尺 是 吉 洪 诺 夫 空 间 . 

(4.8) 每 个 满足 公理 4 的 紧 致 豪 斯 道夫 空间 都 是 Fg 空 何 - 

钢 5 我 们 在 例 (四 )6 中 已 经 指出 , 例 (三 )4 中 所 举 空间 (N,， 是 一 
个 紧 致 瑟 空间 ， 这 个 室 间 显然 还 满足 公理 4s, 因为 它 一 共 只 有 可 数 无 穷 多 
个 开 集 ， 然 而 (NN, 了 7*) 甚 至 不 是 一 个 gs 空间 , 因为 它 连 7a 空间 也 不 是 . 


五 、 度 量化 定理 


在 定义 (1.3.2) 中 我 们 已 经 给 拓扑 空间 “可 度量 化 ”这 一 概念 
下 过 定义 ,并 且 通 过 定理 (1.3. 光 解决 了 有 限 空间 可 度 景 化 这 一 简 
单 问题 。 在 上 一 节 里 , 我 们 又 给 出 了 一 般 拓 扑 空间 可 度量 化 的 必 
要 条 件 , 那 就 是 空间 必须 满足 公理 44 且 为 Ts 空间 [定理 (4.2)]. 
在 这 一 节 里 ,我们 将 给 出 满足 公理 4 的 拓扑 空间 可 度量 化 的 必要 
与 充分 条 件 . 

本 节 的 主要 定理 是 “ 乌 里 闪 度 量化 定理 ”, 又 称 为 “ 鸟 里 松 幅 入 
定理 ”为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 需要 一 些 希 备 知识 ， 特 别 是 关于 
“和 希 尔 伯 特 方 体 "的 知识 . 


1. 希 尔 伯 特 方 体 ”有 两 个 希 尔 伯 特 方 体 , 一 般 称 为 第 一 与 第 
“948 ， 


二 希 尔 伯 特 方 体 ， 结 果 将 发 现 , 它们 不 但 是 同 胚 的 , 甚至 可 以 使 之 
等 距 ， 让 我 们 先 来 定义 第 一 希 尔 伯 特 方 体 . 
(5.1) 定义 令 
Jr= [0, 1] x [0, 1 x x [0, 1 xX., 
即 以 .至 表示 单位 区 间 [0， 芒 的 可 数 无 穷 次 积 空间 ， 在 这 里 区 间 
名 , 妖 被 看 成 实 直线 民 的 子 空间 ， 那 末 , 积 空间 . 邓 就 叫做 第 一 希 
尔 伯 特 方 体 或 第 一 基本 方 体 . 
下 面 的 命 古 的 真实 性 是 明显 的. 
(56.2) 第 一 基本 方 体 7? 是 一 个 满足 公理 4 的 连通 紧 致 豪 
斯 道夫 空间 , 因此 它 也 是 一 个 和 空间 . 
证 从 例 (三 )9、 命 题 (3.4-2) 及 (3.4.4) 挫 出 , 天 满足 公理 
As 从 定理 (2.4.2) 及 人 .2.6) 看 出 , 至 具有 连通 性 ， 从 定理 
《4.6 及 (4.23.1) 知 道 凡是 紧 致 的 ; 又 从 例 ( 三 )5、 命题 (3.2.2) 
及 (3.2,3) 看 到 玉 是 一 个 家 斯 道夫 空间 ， 至 于 六 是 一 个 Ts 空 
间 则 直接 从 命题 (4,8) 推 得 ，] 
我 们 现在 去 证 明 下 面 的 定理 . 
(5.8) 第 一 希 尔 伯 特 方 体 及 可 以 用 下 而 的 度 攻 来 度 时 化 : 
1 
so -二 Ci 小 
其 中 2 一 {we ,9 一 {9 让 是 六 中 的 随意 两 个 点 . 
证 dG 显然 是 ?上 的 一 个 度量 ， 现 在 设 是 .及 上 的 积 拓 
卦 , 又 9。 是 出 度量 台所 导致 的 隐 上 的 扳 扫 我 们 者 征明: 
了 一 9 
在 积 拓扑 中 任 取 一 个 元 素 U， 由 于 4 与 都 含有 元 
素 多 因此 不 妨 设 3、YwEU, 38EN 以 及 大 个 正 实数 ms 
wa, ***, or， bi. 
y= 全 JE THN Ng—m | < G1, 2 DY EV, 
= 2849. 


令 c- min(ou ou … 中， 不 礁 断 定 ; B(2， 部) CU， 这 里 的 
也 (w， 受 ) 表示 度量 空间 (78% 四 中 以 w 为 中 心 、 受 为 半径 的 开 
球 . 事实 上 ,如 果 yE 了 (wo 受 ), 则 


中 和) < 的 


因此 YnEN 总 有 
lo 一 加 | -aa 
鸡 EN 
于 是 ， meh lo) < anyED, 
[3 
这 证 明了 3(e E)cU. 


所 以 UE Fa、 由 此 可 见 , FC Fs 
反之 , 设 矿 是 .9 的 任意 元 素 ， 那 来， 
VoEV, 3e>03 .Bls, ao) CV. 
到 5EN3 .入 , 二 < 号 ， 
并 令 
=- 世 e lm-al< 呈 lm-al< 呈 lm-ml< 引 、 
显而易见 , IE.9- 人 zsEU、 我 们 现在 去 证 明 : UCB(w, 办， 事实 
上 ,如 果 y EU, 则 
a 9- 信 (+ 六 (5 下 
设 正 问 数 %<h， 那 末 , 因 为 
|w 一 [< 全 


所 以 Cs < 


950 。 


因此 ， 


并 且 如 (2 < 写 广 < 重 . 


2 
由 此 推出 ， cao 肪 <( 竺 + 要 ) ~- 
因此 yE Blz, a)， 这 证 明了 UCBCs, ao) Cy, 由 此 可 见 玫 E.9F 
所 以 FCF 
既然 CFIz 人 FaCF, 那 就 必然 有 Fa 一 了 7， 】 
(5. 和 定义 令 
sfo~ {fo} eR"IvnEN, o<o <} 
并 且 在 ,请 上 引入 以 下 度量 ， 
ww, 芒 ={ 号 -下 
那 来 ， 度 量 空间 (J 总 0) 叫做 第 二 希 尔 伯 特 方 体 或 者 第 二 基本 方 
体 . 
很 明显 ， 
(6.6 入 二 着 尔 伯 特 方 体 歼 是 希 尔 伯 特 空间 也 "的 一 个 度 
量子 空间 . 
此 外 ,下 而 的 命题 真实 : 
(5.6) 第 一 蒂 尔 伯 特 认 体 闻 与 第 二 项 尔 伯 特 方 体 及 是 等 
卉 的 . 
证 “这 是 显而易见 的 ， 事 实 上 , 令 
{en} Ep 
并 且 令 9 的 -他 }-weO 
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那 末 , g 显然 是 六 到 ,至 内 的 一 个 还 数 . 不 但 如 此 , 还 是 一 个 
满 函数 .这 是 因为 ， 
Yo 一 te 小 EJ2 


车 令 0 
则 vw {re} EE 
并 且 9(2) = 


根据 命题 (1.5.17), 我 们 只 要 证 明 g 是 等 距 映 射 ， 那 来 , 9 也 就 必 
然 是 一 个 单 函数 ， 为 此 , 令 

vw {or} Y= {yn} 
是 形 中 任意 一 对 点 ， 于 是 因为 


ACIOPE OLA PA 他 


PG 和 =dl%, Y). 


所 以 g 是 六 到 及 上 的 一 个 等 距 映 射 , 即 9 与 及 是 等 距 的 . 1 

从 定理 (1.5.20) 立 即 看 出 ， 癌 与 吾 同 暴 : 79 才 了 ， 

《5.7) 定义 设 了 是 拓扑 空间 于 到 拓扑 空间 了 内 的 一 个 
拓扑 映射 , 即 3 了 的 一 个 子 空间 5, s. .是 于 到 SS 上 的 一 个 同 
是 : 肚 必 S， 这 时 如 果 我 们 把 空间 于 的 每 个 点 ”与 子 空 间 8 的 点 
了 (%) 等 同 起 来 , 这 就 是 说 , 把 它们 看 成 同一 点 ,我们 就 说 , 拓扑 空间 
马 被 拓扑 地 嵌入 空间 了 中， 或 者 简单 地 说 成 是 子 被 己 入 了 中 . 


则 了 中 和 
显然 , 当 度 量 空间 下 被 等 距 地 嵌入 度量 空间 王 中 时 , 它 也 就 
被 拓扑 地 嵌入 空间 工 中 . 
按照 定义 避 .7), 并 根据 命题 二 ,6), 我 们 可 以 说 :第 一 项 尔 伯 
。852 。 


特 方 体 好 可 以 被 等 中 地 霸 入 项 尔 伯 特 空间 刀 " 中 。 于 是 .好 与 
.于 无 论 从 拓扑 的 观点 勤 度 量 的 观点 来 看 ， 并 无 实质 上 的 差异 ， 它 
们 具有 完全 相同 的 拭 扑 性 质 与 放量 性 ， 而 且 简 直 就 可 以 把 它们 看 
成 是 同一 个 东西 . 


2、 度 量化 定理 ”我 们 现在 可 以 去 证 明 乌 里 松 度量 化 定理 或 
嵌入 定理 了 

(5.8) 乌 里 松 度 量化 定理 ”每 个 满足 公 弄 4 的 Ts 空间 者 
可 以 被 工 入 第 -项 尔 伯 符 方 体 . 邓 中 ， 因 些 凡是 满足 公理 如 的 
Ts 空间 都 可 以 度量 化 . 

证 设 节 是 一 个 随意 给 定 的 满足 公理 hs 的 Ts 空间， 根据 
命题 (4.7) 及 乌 里 松 引 理 (8. 了), 由 于 包含 于 空间 了 的 单元 集 是 闭 
的 , 我 们 看 出 ,YE 以 及 om 的 任意 开 邻 域 梓 , 空间 下 上 关于 
闭 集 候 (%D，{ 双 ) 的 一 个 乌 时 松 特 征 两 数 Jso， 令 

Var {yEZIfs 0 > 人. 
于 是 显而易见 ， wEVurAVao EU. 
因此 ， UUev Vas. 
既然 Vo 一 J 坟 0, 攻 ), 可 见 Vsu 开 于 空间 于 中 ,因而 {Vs 四 
是 空间 了 的 一 个 拓扑 基 、 由 于 空间 卫 满 是 公理 4s, 根据 定理 
(3.4.7), 我 们 可 以 只 {ys 只 了 到 测 空间 斑 的 一 个 可 数 基 
{Va}ten。 为 了 简化 记号 起 见 ,可 令 
fi=fovs Vi=Veovs (i=1, 2, 3,.) 
定义 函数 9 如 下 , YyE 下 , 令 
pW = (FD, PD, 7 fo, 

显然 p 是 空间 X 到 第 一 希 尔 伯 特 方 体 及 内 的 一 个 函数 。 我们 想 
要 证 明 的 是 , p 是 空间 了 到 好 的 子 空间 9( 开 ) 上 的 一 个 同 胚 . 

为 此 , 设 y 与 2 是 空间 卫 的 两 个 相 异 的 点 、 于 是 9 的 一 个 

aa 2653， 


开 邻 域 U, 它 不 包含 点 +。 因 为 {7 中 en 是 空间 总 的 一 个 基 , 所 以 
3nEN, a. t, 
YEVs AV ECU. 
因此 zEV。。 于 是 (9)>0 而 fz) 一 0。， 由 此 可 见 , gp 是 一 个 单 
函数 ， 有 既然 YiEM 产 都 连续 , 那么 根据 定理 仁 .6.19), 9 就 必须 
连续 ， 不 难看 出 ，g 7 还 是 并 的 子 空间 5~p( 王 ) 到 空间 也 上 的 
连续 函数 .事实 上 , 如 果 令 人 表示 8 的 任意 一 点 , 并 令 
YyEEFIpY) 一 人 
则 gn+(m) 一 9 假定 Wy 是 空间 中 点 4 的 任意 邻 域 ; 需要 证 明 
的 是 , (p(y) 一 pg(Ny) 是 点 必定 六 的 子 空间 5 中 的 一 个 邻 
域 ， 既然 {Pd 是 空间 卫 的 一 个 基 , 而 yy 又 是 空间 肚 中 点 y 的 


一 个 邻 域 , 那 就 一 定 

323N SYEV CN,. 
因此 ， nEPV) Sp ND). 
但 是 ， pT) = t= ESIE>0. 


因此 pVs) 相 对 地 开 于 刁 中 ， 这 证 明了 是 空间 节 到 第 一 着 尔 
伯 特 方 体 六 内 的 一 个 拓扑 映射 ， 于 是 根据 定义 (5.7)， 蔗 就 被 嵌 
入 并 中 ， 了 醋 然 根据 (5.8) 六 可 度量 化 , 作为 它 的 子 空间 , 王 也 就 
可 以 度量 化 . 卫 

下 面 一 系列 的 定理 都 大 乌 里 松 嵌 入 定理 个 .8) 的 直接 推论 . 

(5.9) 满足 公理 .4 总 拓 扑 空 则 工 可 度量 化 仿 工 是 一 个 
了 Ts 空间, 

(5.10) 凡是 满足 公理 4 的 Za 空间 都 可 以 被 和 入 希 尔 依 
特 空 间 瑟 ” 中. 

(65.11) 凡是 满足 公理 4 的 紧 致 豪 斯 道夫 空间 都 可 以 被 嵌 
入 着 尔 伯 特 空间 互 " 中 , 因此 也 就 必然 是 可 度量 化 的 . 

在 第 四 章 的 附 言 中 我 们 把 紧 致 统 定义 为 紧 致 度量 空间 ， 现 在 
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利用 命题 人 5. 耳 ) 和 (4.5. 仿 , 紧 致 绕 ( 从 而 连续 统 ) 可 以 离开 度量 而 
被 介 定 ， 

(5.12) 拓扑 空间 并 是 一 个 紧 致 鲍 今生 是 一 个 满足 公理 
卜 的 紧 致 豪 斯 道夫 空间 、 


避 题 


1. 如 果 p 与 4 是 Ts 空间 的 两 个 不 同 的 点 , 那 末 , 习 开 集 如 与 7, 8. 七 
PEUAGEV ATDNV A. 
2. 如 果 妨 是 Ts 空间 驻 的 一 个 连通 集 , DU 是 与 8 相交 的 工 的 一 个 开 
和 集 ,又 如 时 8 至少 包含 两 个 点 , 则 全 ND 是 不 可 数 的 ， 
3。 空 间 之 为 正则 的 ,正规 的 与 完全 正规 的 都 是 拓 站 性 质 ， 
4. 如果 {Za} 是 一 序列 的 紧 致 豪 斯 道夫 空间 , 又 每 个 空间 XZ 部 满 足 公 
理 刀 , 那 末 , 积 空间 TI%-13。 是 一 个 Ts 空间 , 并且 可 以 度量 化 . 

5.* 设 卫 是 由 两 个 点 所 组 成 的 离散 空间 , 又 了 是 一 个 紧 致 统 ， 那 末 , 函 
数 空间 ZY 是 一 个 Ts 空间 (关于 函数 空间 YY 的 定义 请 寡 考 习题 
(VY). 

6.* 如 果 空 间 了 是 紧 致 的 ,又 了 是 满足 公理 如 的 Ts 空间, 那 末 , 应 数 空 
间 了 zx 可 度量 化 ,因此 它 是 一 个 Ts 空间 . 

7 了 .如果 满 下 公理 4 的 豪 斯 道夫 空间 是 局 部 紧 致 的 , 那 末 , 它 一 定 可 以 
度量 化 ,因此 它 是 一 个 3 空间 。 

8. 紧 致 空间 可 度量 化 的 必要 而 生 完 分 的 条 件 是 , 它 是 满足 公理 4s 的 亭 
斯 道夫 空间 . 

9， 对 于 一 个 拓扑 空 间 (X,，2), 下 面 的 两 个 命题 是 等 价 的 ， 
(8) 〈X, 7) 能 用 对 上 的 这 样 一 个 度量 4 度量 化 ,使 得 度量 空间 

(了 , 由 满足 公 更 BB，. 

(b) (ZX, 八 是 一 个 满足 公理 如 的 za 空间 . 

10. 设 ( 辽 , 办 为 一 度量 空间 ， 和 上 习 一 个 与 @& 等 价 的 度量 必 (可 能 有 
=) 3.(ZX, 的) 满足 公理 Bu 人 度量 空间 (入 , 的 是 可 分 的 . 

卫 , 如 果 (Z 区 是 满足 公理 44 的 了 空间 ,又 下 CX, 那 末 , 双 是 条 件 
列 紧 的 品 肛 是 紧 致 的 
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附 录 


关于 势 的 可 比较 性 的 证 明 


我 们 引用 卓 伦 引 理 去 证 明 下 面 的 

定理 对 于 任意 的 两 个 集合 4 与 B, 或 者 4 与 的 -个 节 集 等 势 , 或 
者 日 与 4 的 一 个 地 集 等 势 

证 和 4 的 某 些 子 集 苹 到 马 的 某 些 子 集 了 上 的 所 有 双 一 一 函数 组 成 的 
集合 我 们 用 记号 怠 来 表示 。 设 了 与 九 是 缚 的 任意 两 个 元 素 ， 我 们 定义 

fef fc 
于 是 (9，<) 是 一 个 偏 序 集 ， 设 Do 是 日 的 任 一 全 序 子 集 ,并 令 
P= Lren,f. 

如 果 8EQ， 则 wp 显 然 是 96 的 一 个 上 界 ; 因此 如 果 能 够 证 明 p 是 某 个 集合 
CcC 和 4 到 某 个 集合 了 cB 上 的 一 个 双 一 一 沙 数 , 则 偏 序 集 介 就 是 一 个 归纳 集 . 

事实 上 , 令 

Zo=dom p, Yo=rang. YE Xo, 
设 人 WD EPA ts, y) EP, 
由 于 Qo 是 全 序 的 ,因此 , 3f€ Do s. 
人 WEF A ls, yO) ES, 
即 y=f (7) Ay =f (2). 
因为 了 是 一 个 函数 ,所 以 
3 多. 
由 此 可 见 , 9 是 集合 Zs 到 集合 Yo 内 的 一 个 函数 ， 注 意 
=rang, 
我 们 看 出 , 这 个 函数 是 满 的 、 现 在 YYyE Yo, 设 
Pe) =yA pe) =y. 
局 理 ,由 于 @o 是 全 序 的 , 3f0€ po 8. 
Fol2) =Ffolm) =y, 
因为 有 是 一 一 的 ,所 以 
= 
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由 此 可 见 , p 是 集合 Xs 到 集合 Zo 上 的 一 个 双 一 一 函数 ,而 且 
KocA, BcB. 
夫 此 可 见 , 篇 序 集 吕 是 一 个 归纳 集 ， 于 是 根据 旧 伦 引 理 , 人 含有 一 个 极 
大 元 如 它 是 生 的 某 个 子 集 和 * 到 忆 的 其 个 子 集 站 上 的 一 个 双 一 一 画 
数 .。 我们 去 证 明 ， 


X*=~AYy Y=B. 
实际 上 ,假定 恰恰 相反 ， 
AA TB 
那 床 ， 3roE A3 -moEX* A IyE BI3YEI'. 
令 bu {vo, Yo}, 


那 来, 玉 & 9, 丽 "又 由 尖 炉 ， 这样 一 来 , 下 就 不 是 全 申 的 极 大 元 了 ， 这 
是 一 个 矛盾 @. 
我 们 已 经 知道 ,上述 定 理 可 以 表述 为 ， 作 总 的 两 个 势 ( 成 闫 数 ) 都 可 以 比 
较 它 们 的 大 小 ; 职 了 集合 个 C4 了 ). 
card A<card BY ord BEoard 4 


@ 这 个 证 明 属于 0. Chevalley, 来 源 湖 参看 第 一 章 第 八 节 实 直线 上 的 层 注 。 
s 207. 


双 一 一 函数 
.907 | 无 序 偶 ( 二 元 集 ) 


一 到 连 壮 … 


无 穷 的 … 
二 务 无 穷 可 数 集 
无 穷 集 (无 限 集 ) 。 
二 元 关系 (关系 ) 1 | 天 家族 … 
二 维 线 自 ( 开 短 形 ) 


无 穷 交 


[el 


区 间 的 长 度 (区 间 的 长 》* 
瑞 区 间 … 
无 穷 区 间 
无 穷 开 区 各 
无 穷 闭 区 间 
不 相交 (互相 分 离 ) 
互相 隔离 的 
不 可 数 集 
不 可 数 族 
不 可 数 并 
不 可 数 交 … 
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不 可 数 覆 盖 ， 
不 动 点 … 
不 等 式 

Minkowski 不 等 式 
Cauchy-Bohwarz 不 等 式 


选择 公理 … 
度量 公理 
开 集 公理 
闭 集 公理 … 
Romworopos 公理 (第 等 分 
离 公 理 》， 
Frréchet 公理 (第 一 分 
离 公理 ) 
Hansdor 企 公理 (第 二 分 
高 公理 ) “… 
Vietories 公理 (第 三 分 离 
公理 .公理 Ts)" “ 
Tietre 公理 (第 四 分 离 公理 、 


第 一 可 数 性 公理 
(公理 41) 

第 二 可 数 性 公理 
《公理 42) 

公理 B。 

公理 Bo… 

引 理 
Zorn 引 理 
Lebesgue 引 理 


了 picog 引 理 
开 集 
开 奸 (球形 邻 城 ) 
开 邻 域 
开 函 数 
开 的 # 维 胞 腔 (w 维 胞 腔 } 
开 覆 盖 


半 开 区 税 ( 学 闭 区 间 》 
左 端 点 (下 端点 ) 
右 端 点 (上 端点 ) 


由 函数 9 导出 的 等 价 关系 
册 度 量 记 导致 的 拓扑 ……… 
由 集合 类 所 生成 的 拓 孙 
归纳 集 
对 等 (等 势 ) 
可 数 集 … 
可 数 族 
可 数 并 … 


可 数 交 … 30 | 有 界 . :166, 171 
可 度量 化 加 


因子 (坐标 集 ) ， 
自然 映射 ( 商 映 射 ) 
自然 拓扑 ( 爽 氏 拓扑 、 

寻常 拓扑 ) 


同 有 是 的 ee 
同 是 象 (拓扑 象 ) 


有 序 偶 


列 紧 空间 pe 


Cauchy 序列 
序列 式 列 紧 空 间 
序列 式 列 紧 集 
开标 ，… 
投影 (坐标 函数 ) - 
极 大 元 
极限 


连续 象 
连通 空间 
连通 集 


完全 正规 空间 
完全 正则 空间 
完全 原 象 ( 原 象 ) 
Cantor 条 件 … 


连续 函数 (连续 映射 .映射 7 


Canchy 条 件 127 
条 件 列 紧 集 
局 部 连通 空间 
局 部 连通 集 
局 部 完全 空间 
局 部 完全 集 
局 部 紧 致 空间 
两 点 间 的 焉 离 


八 画 


Hilbert 空间 -… 
拓扑 空间 (空间 ) 
Bierpifiski 空间 
线性 赋 范 空间 
0- 拓 扑 空间 (0- 空 间 》 
Zo 空间 
多 空间 
ZT, 空间 (Hausdorff 空间 》 
Ts 空间 
至 空间 
Ts 空间 
函数 空间 ' 
TaxooB 空间 


单 函数 (一 一 函数 )》 


定律 


De Morgan 定律 …………… 10, 20 
定理 

Bchrider-Bernstein 定理 PP 28 

有 限 集 的 基本 定理 … 


Dedkind-Pieroe 定理 
不 动 点 定理 
Baire 定理 

Lindelst 定理 ' 


Heine-Borel 定理 
axoaoa 定理 
Heine_Borel-Lebesgue 


Weierstrass 极 值 定理 

Tietze 开拓 定理 …- 

Ypmcon 度量 化 定理 ， 
拓扑 
拓扑 性 质 “ 
拓扑 群 … 
拓扑 环 (拓扑 体 ) 


.度量 性 质 


复 值 函数 
复合 函数 (合成 函数 、 
复合 .合成 ) 
恒 等 函 数 … 16 
标号 族 ( 族 ) … 16 


标号 集 
标号 
标示 集 a 
度量 (距离 函数 ) ， 
度量 空间 


度量 子 空间 ( 子 空间 》 
度量 积 … 
了 rbohet 度量 


点 到 集合 的 距离 
映射 开 集 … 
映射 闭 集 

映射 定理 


真子 集 
原 象 
特征 函数 
值 域 En 
了 pscous 特征 函数 
离散 度量 … 
离散 拓扑 
离散 空间 … 
离散 集 … 
积 拓扑 
积 空间 … 


紧 致 集 ( 紧 集 ) 
紧 致 拓扑 空 间 
《 紧 致 空间 、 紧 空间 }》 
紧 开 拓扑 
Descartes 积 ( 积 》 
部 分 积 


第 一 种 范畴 的 集合 


第 二 种 范 时 的 集合 … 
第 一 Hilbert 方 体 


《第 一 基本 方 体 ) 
第 二 Hilbert 方 体 
《第 二 基本 方 体 ) 


高 拓扑 ( 熏 合 拓扑) 
商 空间 … 
偏 序 关系 
偏 序 集 … 
偏 序 子 集 
基数 ( 旁 ,元素 的 个 数 ) 


部 维 欧 氏 空间 
号 维 线 设 (ma 维 开 长 方 体 ) 
1% 维 超 平行 体 (n 维 长 方 体 ) 
2 维 盘 面 ( 闭 的 4% 维 胞 腔 》 


十 二 画 

集合 ( 集 . 总 体 、 整 体 、 
全 体系 .类 ) 
集合 到 集合 的 距离 
Cantor 集 (不 连续 统 ) 


等 距 映 射 (等 距 变 换 ) 
等 距 的 (合同 的 ) … 
等 价 度量 
等 距 地 嵌入 
嵌入 (拓扑 地 这 人 》 


超 服 数 
最 小 拓扑 
最 大 拓扑 
象 空间 
道路 … 
道路 连通 … 
道路 连通 分 支 


枝 盖 式 列 紧 空间 
覆盖 式 列 紧 集 … 


数值 函数 
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